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数论 又 称 作 整数 论 , 是 研究 数 的 规律 , 特别 是 研究 整数 性 质 的 数学 分 支 . 数论 形成 
一 门 独立 的 学 科 后 , 随 着 其 他 数学 分 支 的 发 展 , 研究 数论 的 方法 也 在 不 断 的 发 展 , 现代 
数论 已 经 深入 到 数学 的 许多 分 支 , ETH, 数论 也 是 发 展 最 早 的 数学 分 文 之 一 . dd 
人 和 中 国人 等 很 早 就 有 了 数论 知识 . 

数论 在 数学 中 的 地 位 是 独特 的 , 高 斯 曾经 说 过 “数学 是 科学 的 星 后 , 数论 是 数学 中 
的 星 冠 ”. 因此 , 数学 家 都 喜欢 把 数论 中 一 些 悬 而 未 决 的 疑难 叫做 “ 星 冠 上 的 明珠 ”， 
以 鼓励 人 们 去 “ 摘 取 ”. 数论 刚 开 始 的 时 候 是 用 朴素 的 推理 方法 研究 整数 的 性 质 , 即 初 
等 数论 . 后 来 慢 慢 发 展 出 现 解析 数论 , 代数 数论 , 组 合 数论 等 . 它们 因为 研究 方法 的 不 同 
而 各 为 其 名 , 但 都 以 同 余 作 为 其 最 基本 的 理论 依据 . 

本 书 主要 对 Smarandache 函 数 及 其 相关 问题 的 近期 研究 结果 进行 整理 综述 ， 
主要 介绍 了 Smarandache 妙 数 及 与 其 它 相 关 函 数 结 合 的 研究 进展 , 同时 还 介绍 了 
伪 Smarandache 函数 及 与 其 它 相 关 函 数 联系 的 一 些 最 新 研究 结果 , 最 后 介绍 几 个 解析 数 
论 中 的 问题 并 提出 一 些 新 的 问题 . 具体 来 说 , 本 书 主要 作 如 下 安排 : 

第 一 章 主 要 简单 介绍 Smarandache 函 数 及 伪 Smarandache 隙 数 的 背景 和 定义 ; 第 二 
章 主 要 介绍 95marandache 隙 数 与 伪 Smarandache 孙 数 的 研究 结果 及 一 些 新 的 问题 ; 第 三 
章 主 要 介绍 与 3marandache 函 数 及 伪 Smarandache 函 数 相关 的 一 些 其 它 函 数 的 研究 结 
R: 第 四 章 主要 介绍 Smarandache 序 列 的 一 些 研究 成 果 ; 第 五 章 主要 介绍 数论 中 其 它 序 
列 及 Dirichlet 万 -函数 的 几 个 研究 成 果 . 

本 书 是 基于 Smarandache 函 数 及 其 相关 一 系列 数论 问题 的 新 的 研究 成 果 的 汇总 . 在 
完成 过 程 中 , 受到 了 张 文 鹏 教授 的 多 次 指导 , 对 此 作者 表示 非常 感谢 . 同时 作者 也 感 
谢 西北 工业 大 学 基础 研究 基金 对 本 书 的 资助 . 最 后 向 所 有 为 本 书 作出 贡献 的 老师 和 学 
生 、 同 行 和 编辑 表示 衷心 的 感谢 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 出 现 错误 , 欢迎 广大 读 
者 批评 指正 . 
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在 《只 有 问题 , 没有 解答 》 一 书 中 , 美 籍 罗 马 尼 亚 著名 数论 专家 F.Smarandache 教 
授 提 出 了 108 个 尚未 解决 的 数论 问题 , 这 引起 了 众多 数论 专家 的 兴趣 . 本 书 主要 介绍 了 
文中 有 关 Smarandache 国 数 与 伪 Smarandache 函 数 及 其 相关 问题 的 研究 和 新 进展 . 

对 任意 正 整 数 n 车 名 的 Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 的 正 整数 m 使 得 n|ml!, B 





S(n) = min(m : m € N,n|m!). 
从 S(n) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 n = pe pS? .…per 表示 n 的 标准 分 解 式 , 那么 


S(n) = max (S(p?")). 


1<i<r 
由 此 不 难 计算 出 S(1) = 1, S(2) = 2, S(3) = 3, S(4) = 4, S(5) = 5, S(6 
7, S(8) = 4, S(9) = 6, S(10) = 5, S(11) =1, S(12) = 4, $(13) = 13, S(14) =7 
5, S(16) =6--- 
XS ES IE EAE AA HN Smarandache AZ (n) E A B ^N f] E S om fs n 
pametD pp 


(6) = 3, S(7) = 


? 
? 


Z(n) = min {mime va [ZEH N. 


从 2Z(n) 的 定义 容易 推出 Z(n) 的 前 几 个 值 为 : 2Z(1) = 1, Z(2) = 3,2(3) = 2,Z(4) = 
7,Z(5) = 4,Z(6) = 3, Z(7) = 6, Z(8) = 15, Z(9) = 8, Z(10) = 4, Z(11) = 10, Z(12) = 
S Z3) 19:204) eT. Zils) e 8, Zl) = desc, 

关于 S(n) 和 2Z(n) 的 算术 性 质 , 许多 学 者 都 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结 
R. 本 书 主要 围绕 这 两 类 函数 及 其 相关 函数 的 最 新 研究 进展 做 一 个 系统 的 归纳 总 
结 ， 具体 地 说 , 本 书 主 要 包括 Smarandache 函 数 与 伪 Smarandache 函 数 的 研究 结果 、 
与 Smarandache 函 数 及 伪 Smarandache 函 数 相 关 问 题 研 究 结 果 和 Smarandache 序 列 研究 
结果 等 , 为 数论 爱好 者 提供 参考 资料 , 也 为 研究 Smarandache 问 题 的 学 者 提供 查阅 文献 
的 方便 . 
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第 二 章 Smarandache 函 数 与 伪 Smarandache 函 数 


第 二 章 Smarandache 函 数 与 伪 Smarandache 函 数 


2.1 关于 Smarandache 函 数 的 一 个 猜想 





对 任意 正 整 数 n, 著名 的 F. Smarandache KZS (n) xe XA g^ NB AE S Bm in | m. 
例如 5(m 四 的 前 几 个 值 S( = 1,9(2) = 2, $(3) = 3, S(4) = 4, S(5) = 5, S(6) = 
3, S(7) = 7, S(8) = 4, S(9) = 6, S(10) = 10, S(11) = 11, S(12) = 4,--- . 关于 S(n) 的 简 
单 算 术 性 质 , 请 参阅 文献 [1, 7], 这 里 不 再 重复 . 

关于 5S(n) 的 更 深刻 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 , 例如 F. 
Luca 教 授 在 文献 [2] 中 讨论 了 函数 


Alz) = = S S(n) 


NT 
的 上 下 界 估计 问题 , 给 出 了 A(z) 的 一 个 较 强 的 上 界 估 计 . 同时 他 还 在 文献 [3] 中 证 明了 级 
数 


DEORE 


n21 
是 绝对 收敛 的 , 并 提出 了 下 面 的 猜测 : 
猜想 : 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


LS(x) = y In S(n) = Ing — lnln z + O(1). 
n[gr 

关于 这 一 猜想 , 至 今 似 乎 没有 人 研究 , 至 少 在 现 有 的 文献 中 还 没 看 到 有 关 结 论 . F. 
Luca 教授 认为 有 可 能 证 明 lIn x 一 In In Zé LS (x) NER, 但 是 很 难 证明 LS(z) 的 下 界 . 这 
一 问题 是 有 意义 的 , 至 少 可 以 反映 出 S(n) 函 数 的 对 数 均 值 分 布 性 质 . 为 此 , 针对 这 一 问 
题 , 利用 初等 及 解析 方法 进行 研究 , 可 以 得 出 截然 不 同 的 结论 , 即 如 下 定理 : 
定理 2.1 对 于 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 

LS(x) = D In S(n) = Inz + O(1). 
nzz 

显然 此 定理 不 仅 说 明 猜 想 的 第 二 个 主 项 In In z 是 不 存在 的 , 也 就 是 说 ,文献 [3] 中 的 猜 
测 是 错误 的 , 同时 也 给 出 了 LS(z) 的 正确 表示 形式 . 当然 如 果 利 用 素数 分 布 中 的 深刻 结 
AR, 还 可 以 得 到 更 精确 的 渐 近 公式 , 即 就 是 
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对 任意 正 整 数 k > 1, 有 


LS(s) = 23 1n S0) = met C o (; : ) 


n zz 





nzcz 
其 中 C 为 可 计算 的 常数 . 
为 了 证 明定 理 2.1, 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 


引 理 2.1 对 任意 素数 p, 有 渐 近 公子 


» np. In z + O(1), 


pga 


X np=s+0( >). 


pz 
证 明 : 参 阅 文献 [4 — 6]. 
下 面 利用 此 引 理 直接 给 出 定理 的 证 明 . 首先 给 出 LS(z) 的 上 界 估 计 . 
事实 上 , 由 5S(n) 的 初等 性 质 知 , 对 任意 正 整 数 n 有 S(n) € n, 所 以 由 Euler 求 和 公 
式 (参阅 文献 [6] 中 定理 3. 1), 有 


15 人 = 了 六 msn < Emn 


nir nic 


1 ul 1 oJ ] 1 
-15 | Indy <+ f mga L 
T 1 T J1 T 


NT 


bl 1 
=e grub ) 
ü ga 


Bp 


LS(x) = = > InS(n) < mz +0(1). (2-1) 


NZ 


其 次 , 同样 利用 上 面 的 引 理 来 估计 5S(z) = i » LnS(n) 的 下 界 . 对 任意 正 整 
nzcz 
Bn > 1, 显然 2 至少 有 一 个 素 因 子 P, 不 妨 设 n = p- n, 于 是 由 S(n) 的 性 质 


S(n)2p 
知 
In S(n) = In S(p - ni) > Inp. 
从 而 由 熟知 的 分 拆 恒 等 式 ( 参 阅 文 献 [6] 定 理 3.17), 有 
LS(z) 
7 - Y^ msn) 


NZ 
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nx /T 


LE ur (E00) + E 1-(E+0 (GE) - Eier eom] 
pX/z 
g D o/y D Tz. 2 ~ -EO(z) — VE >. rou 


reve P n<V5 n<V5 p<V5 
== {e Inve oO) +r ve + O(n) - VE (VE+0 (EN 
=ln yz + ln Væ + O(1) 


—]nz + O(1). 
即 
LS(z) 2 lng + O(1). (2-2) 


FH sk (2-1) X (2-28 
LS(x) = Inz + O(1). 


于 是 完成 定理 2.1 的 证 明 . 


2.2 一 类 包含 Smarandache 函 数 和 Euler 函 数 的 方程 I 


对 于 任意 正 整 数 n, 著名 的 Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 正 整 数 m 使 得 n|ml, 
即 就 是 S(n) = min(m : m € N,njml}.Smarandache 函 数 的 各 种 性 质 是 数论 及 其 应 
用 领域 中 一 个 十 分 引 人 关 注 的 研究 课题 (参阅 文献 [1,7])， 对 于 正 整 数 n, Wo (n) EK 
于 n 的 Euler 函 数 , 这 里 的 p(n) 表 示 不 大 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ( 参 阅 文献 [4). 关 
于 包 仿 Euler 函数 和 Smarandache 函 数 的 方程 

(n) = S(n*) (2-3) 
ENA ee PRET TAA GT er ZERO, 可 以 利用 初等 的 方法 解决 该 
方程 在 k = 7 时 的 求解 问题 , 即 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 2.2 “k = TH, 方程 p(n) = 5S(n*) 仅 有 解 n = 1,80. 
为 了 证 明定 理 2.2, 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 
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引 理 2.2 Euler 函 数 为 积 性 函数 即 对 于 任意 互 素 的 正 整数 m 和 nm 则 有 dtmn) = 
ó(m)ó(n). 
引 理 2.3 ten = pt" p? .px 是 正 整数 "的 标准 分 解 式 , 则 有 


k 
$n) = [7*6 - 0. 


引 理 2.4 当 n > 2 时 , 则 必 有 2|%(m). 


证 明 : (1) 若 正 整 数 n 有 奇 素 因子 , 不 妨 设 为 p, Wp 2H2|p — 1. 又 由 引 理 2.3 可 得 (z 一 
1)|o(n),Bfr LZ H2] o (n). 
(2) 若 正 整数 "没有 奇 素 因 子 , 4n > 2 时 , 必 有 n = 2*,k 是 大 于 1 的 正 整 数 .由 Euler 函 
数 的 性 质 易 得 9(n) = 2*-1(2 —1) = 2-1, 所 以 也 有 2|$(n). 故 由 (1) 和 (2) 可 知 , 引 理 2.4 成 
立 . 
引 理 2.5 Yn = ppg p28* 是 正 整数 n 的 标准 分 解 式 , 则 
S(n) = max(S(pt^), 93022) + , S(p,*))- 
证 明 : 参阅 文献 站. 
引 理 2.6 对 于 素数 p 和 正 整数 k, AS(p") < kp. 特 别 地, “4k < pit, 有 S(p*) = kp. 
证 明 : 参阅 文献 [7]. 
引 理 2.7 iy = p^ ?(p — 1) — ap, pARR, 则 当 a > 3 时 , 函数 y 是 单调 递增 的 . 
WH: 因为 y = (p 一 1)p* 悦 inp 一 p, 当 a > 3 时 , A Ally > 0, 故 结论 成 立 . 
下 面 给 出 定理 2.2 的 证 明 . 把 k = 7 代入 方程 p(n) = S(m*) 中 , 即 
(n) = S(n?). (2-4) 


显然 n = 1 是 式 (2-4) 的 解 . 以 下 主要 讨论 nn > 1 的 情 祝 . 
Bn > 1 有 Hn = ph ps? - -- p82* 是 正 整 数 n 的 标准 分 解 式 , 则 由 引 理 2.5 有 


In =m hS S E= (2-5) 
由 引 理 2.2 可 知 ， 
o(n) = be") (=) p p (=) | (2-6) 
Bear sk (2-4) — xh (2-6) A #8, 
r—1 n — Tr 
pp —1)¢ (=) = S(p"). (2-7) 
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Där = 1 时 , Æp = 2, 由 式 (2-7) 可 知 
5(2") =8= e (2). 
Bln = 32, 而 
$(32) = 2° — 2^ = 16 # S(327), 


Hin = 32 不 是 式 (2-4) 的 解 . 
p = 3, 则 


这 与 引 理 2.4 矛 盾 , 所 以 式 (2-4) 无 解 . 
同 理 可 得 , 若 p = 5,7,11 时 , 式 (2-4) 无 解 . 
dip > 11, 则 
S(p") = 7p = (p — 1)ó (=) l 
H2|p — 1, 这 与 引 理 2.4 矛 盾 , 所 以 式 (2-4) 无 解 . 
@ 当 "> = 2 时 , #p = 2, 由 式 (2-7) 可 知 


S(214) = 16 = 26 (=) 
BNe(4) = 8, Wn = 64, 而 
S(64") = S(2®) = 46 4 32 = 26 — 2° = 4(64), 
所 以 n = 64 不 是 式 (2-4) 的 解 . 
dip = 3, 则 
S(314) = 30 = 6¢ (2) 


ix 5 5| 382.4 矛盾 , 所 以 式 (2-4) 无 解 . 
[E] Si n] UE, Arp = 5, 7, 11, 13, 式 (2-4) 无 解 . 
zip > 17, 则 


TL 


S(p!^) = 14p = p(p — 1)ó (3) i 


E Lo n 
aa 


即 有 


这 与 引 理 2.4 矛 盾 , 式 (2-4) 无 解 . 
(3347 = 3 时 ， Tp = 2, 
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We — 9, 所 以 n = 72, 而 
(72) = (23 一 22)(32 — 3) = 24, S(727) = S(2” . 314) = 30 # 24 = $(72), 
故 n = 72 不 是 式 (2-4) 的 解 . 
dip = 3, 则 
5(32) = 45 = 18$ (=) 


这 与 引 理 2.4 予 盾 , 式 (2-4) 无 解 . 
Zip = 5,7,11,13, 17, 19, 同 理 可 证 式 (2-4) 无 解 . 
dip > 23, 由 引 理 2.6 有 ， 


S”) = 21p = p'(p - 1)ó (=) | 


这 与 p > 23 矛 盾 , 故 式 (2-4) 无 解 . 
Där = 4 时 ， p = 2, 


5(228) = 32 = 239 (zz) 
Ble (45) = 4, 所 以 n = 80, 而 
4(80) = (2* — 23)(5 — 1) = 32, S(807) = S(2?5. 57) = 32 = (80), 


故 n = 80 是 式 (2-4) 的 解 . 
#p = 3, 
S(338) = 60 = 3? . 20 (=) 
这 是 不 可 能 的 , 因此 式 (2-4) 无 解 . 
Tip > 5, 由 引 理 2.6 有 ， 
28p > S(p”) = p*(p— 1) (=) | 


Bp 


这 与 p > 5 矛盾 , 故 式 (2-4) 无 解 . 
(Br = 5 时 , 若 p 一 2, 
S(235) = 42 = 2*6 (=) 
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ix 5 5| 382.47F JS, 式 (2-4) 无 解 . 
fp > 3, 
35p > S(p*) — p'(p - 1)ó (x) | 


即 


这 与 p > 3 矛盾 , 故 式 (2-4) 无 解 . 
(6) 当 7 之 6 时 , 若 p =a 2, 
b = 27-19 ( ~) 


2r 
BJ i27 !|S(p""), 由 Smarandache 函 数 的 定义 和 引 理 2.5、2.6 可 知 , 这 不 可 能 成 立 , 所 以 
式 (2-4) 无 解 . 
"ip > 3, 则 
Trp > SUP) =p p- 3e (5), 
B] 


7r > pp - 1)ó (=) > p^ —1), 


由 引 理 2.7 可 知 ,这 不 可 能 成 立 , 所 以 式 (2-4) 无 解 . 
综 上 所 述 : 当 k = 7 时 , 方程 6(n) = 5S(n*) 仅 有 解 n = 1, 80. 因 此 完成 了 定理 2.2 的 证 
明 . 


2.3 ”一 类 包含 Smarandache 函 数 和 Euler 函 数 的 方程 开 


xt TIE Bin, WwSmarandacherk A AS(n), (n)AeEuler ek Be, AX Ak BE ERIS B. 
1 SmarandacherK AF Euler PR ALA 77 fee 


的 解 . 在 上 一 节 中 , 已 经 给 出 了 方程 (2-3) 在 k = 7 时 的 全 部 解 , 本 节 将 在 此 基础 上 给 出 方 
程 (2-3) 在 > 8 时 的 求解 过 程 以 及 方程 解 的 个 数 问 题 . 即 有 如 下 几 个 定理 . 

定理 2.3 当 k = 8 时 , 方程 (2-3) 仅 有 解 n = 1,125, 250, 289, 578. 

定理 2.4 “4k = 9 时 , 方程 (2-3) 仅 有 解 n = 1,361, 722. 

定理 2.5 “4k > 10 时 , 方程 (2-3) 仅 存在 有 限 个 正 整数 解 . 

定理 2.6 din = pr ps? pe YE EC BTE EA ES, H. 





S(p") = max(S(p1^!), S(p) -- ,S(p^*)); 
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WW ip > 2k - 1Hk 2 1,7 > 2 时 , 方程 (2-3) 无 解 ; 2k + 1 为 素数 时 , 方程 (2-3) 仅 有 2 个 

fit. Hn = 2p. 
下 面 来 一 一 给 出 以 上 定理 的 证 明 . 首先 定理 2.3 的 证 明 . HER = 8 代入 方程 (2.3) 可 得 ， 
pln) = S(ns). (2-8) 


显然 n = 1 是 式 (2-8) 的 解 .以 下 主要 讨论 当 n > 1 时 的 情 祝 . 
wen > 1 且 m = pl ps? 59 是 正 整 数 " 的 标准 分 解 式 , 则 由 引 理 2.6 有 





S(n?) = max{S(pi*), S(pf?),--- ,S(p,*)) = S(p") (2-9) 
由 引 理 2.3 可 知 ， 
= Aip P \ primp m E 
b(n) — d (p (x) =i (=). (2-10) 
联 立 (2-8)-(2-10) 式 可 得 ， 
pp —1)¢ (=) = sy?) (2-11) 
(224p = 2, r = 1 时 ,由 (2-11) 可 知 
Ó (>) y= (2-12) 
由 (2-12) 式 可 推 得 6 (2) > 1. 则 n 必 和合 奇 素 因子 g, 且 得 到 
18, q—3 
s(f)-4( ^ 97? (2-13) 
49, 0 一 7 
8q, q>7 





所 以 (2-9) 式 和 (2-12) 式 矛盾 . 故 当 p = 2,7 = 1 时 , 式 (2-8) 无 解 . 

而 0(32) = 25 — 2* = 16 # S(327), Wn = 32 不 是 式 (2-8) 的 解 . 

@ 当 p = 2,7 = 2 时 , 由 (2-11) 可 知 29(3) = 5(219) = 18, 即 %(3) = 9, 与 引 理 2.4 矛 盾 ， 
所 以 当 p = 2,7 = 2 时 , 式 (2-8) 无 解 . 

同 理 可 证 , 当 p = 2,7 = 3,4,5,6,7,8 时 , 式 (2-8) 无 解 . 

“4p =2,r > 8 时 , 由 引 理 2.6 有 


1 1 n n 1 
8 > Ee 98r = 二 207 一 1 (=) - 9r—2 (=) > D7 一 2 一 二 27 
T 9 ( ) 9 O 2r o) 9r 4 ? 


即 327 > 2r, 矛盾 . 所 以 当 p = 2,r > 8 时 , 式 (2-8) 无 解 . 
@ 4p = 3,r = 1 时 , 由 (5) 式 可 知 22% (2) = S (35) = 18, Bd (2) = 9, 53182.47 
盾 , 所 以 当 p = 3,r = 1 时 , 式 (2-8) 无 解 . 
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同 理 可 证 , 当 p = 3,r = 2,3, 4 时 , 式 (2-8) 无 解 . 
当 p = 3,7 > 5 时 , 由 引 理 2.6 有 


1 2 
> = 5(28") = 237-1 (= E 7 一 2 (= -) 32. r—2 、 ggr-2 

8r 35( ) 33 0 ar 3 “0 3 eS 
2(1+( 2)41( 25 «li 25 4 dq 2)! + = 2)5 | >8 

— == — == — et == n = r 

2v 6" 24. 120" , 


矛盾 .所 以 当 p = 3,r > 5 时 , 式 (2-8) 无 解 . 
由 当 p = 5, = 1 时 , 由 (2-11) 式 可 知 49 (2) = S(55) = 35, 矛 盾 , 故 式 (2-8) 无 解 . 
当 p = 5,r = 2 时 ,209 (4) = S(519) = 70, Bll20(2-) = 7, 矛盾 , 故 式 (2-8) 无 解 . 
当 p = 5,r = 38,1009(45-) = S(5%) = 100, Bld (FE) = 1, 所 以 n = 125,250, 而 


$(125) = $(53) = 100 = S(5?*) = S(1258)， 
6(250) = %(2 .53) = 100 = S(5?^) = $(2508), 


故 n = 125, 250 是 式 (2-8) 得 解 . 

当 p = 5,r = 4 时 , 因为 5 - Ao (g) > 3(532) = 130, 所 以 式 (2-8) 无 解 . 同 理 可 得 
4p = 5,7 > 4 时 , 式 (2-8) 也 无 解 . 

©)4p = 7,r = 1 时 ,由 (2-11) 式 可 知 69 (3) = S(78) = 49, 矛 盾 , 故 式 (2-8) 无 解 . 

同 理 可 得 当 p = 7,r = 2 时 , (2-8) 式 无 解 .而 当 p = 7,r = 3 时 ,因为 


7.69 (zx) > S(74) = 147, 


所 以 (2-8) 式 无 解 ; 当 p = 7, r > 3 时 , 式 (2-8) 无 解 ; 当 p = 11, 13, r > 1 时 , 式 (2-8) 无 解 . 
@ 当 p = 17,r = 1 时 ,由 (2-11) 式 可 知 169 (4) = S (178) = 17- 8, 矛盾 , 故 式 (2-8) 无 
解 . 
当 p = 17,7 = 2 时 ,有 17:169 ($) = S (1716) = 17-16, Bld (555) = 1, 故 n = 289, 578, 








而 
p280) =G (17) & 272 5.8 (179) = 8(289), 
$(578) = 272 = 8 (17/9) = S (578°), 


故 = 289, 578 是 式 (2-8) 的 解 . 

当 p = 17,r > 3 时 , 由 于 17 一 :164 (1) > S (1777), 9t UU (2-8) Cfi. 

@ 当 p = 19,r = 1 时 ,有 189 (45) = S (198) = 8 - 19, 了 矛盾, 所 以 式 (2-8) 无 解 . 

同 理 , 当 p = 19,r = 2,3 时 , 式 (2-8) 无 解 ; 当 p = 19,r > 4 时 , 19r > 19"77189(3-) > 
18 . 19"-2, 矛 盾 . 故 式 (2-8) 无 解 . 

@ Mp > 19,r = 1 时 ,有 (p — 19(3) = S(p) = 8. p, 因 为 (p,p - 1) = 1, BS 
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4j 2b. = 2h(k € N+), 即 p = ,矛盾 .所 以 式 (2-8) 无 解 . 
Mp > 19,7 > 2 时 ,由 引 理 2.6 有 


8r > p" ?(p — 1)ó (>) > 22 .23 一 2 
pr 


显然 矛盾 . 故 式 (2-8) 无 解 . 

综 上 所 述 可 得 : 当 = 8 时 , 式 (2-8) 仅 有 人 解 n = 1,125, 250, 289, 578. 这 样 就 证 明了 定 
理 2.3. 

同 理 , 用 相似 的 方法 可 以 证 明定 理 2.4 也 成 立 . 

下 面 证 明定 理 2.5， 对 任意 给 定 的 正 整数 k, 设 n > 1, Hn = ptp- p E% 
数 n 的 标准 分 解 式 , 由 5(n) 的 定义 可 知 


S(n*) = max{S(pi™), S(p}™), --- , S(p?^*)) = S(p). 


又 因 
a(n) = eae (4) =e- ne (4). (2-14) 
故 由 方程 (2-3) 
p^ (p — 1)ó (=) = S (p). (2-15) 
而 


p< S(p") < krp. 
着 mr-10 — 1)6(2) = krp, N oln) i E XHEP -p — Dirp 即 pr-2(p — 
1)|kr.4&y = p" ?(p — 1) — kr, 2 为 给 定 的 素数 是 r 的 函数 . 则 
y = (p— 1p" ?Inp — k. 


当 p > 2k + 1Hr > 2 时 ,可 得 y > 0, 故 此 时 y 是 单调 递增 的 , 且 易 得 y > 0. 
所 以 式 (2-15) 当 p > 25 十 1 且 r > 2 时 无 解 . 即 仅 存在 有 限 个 正 整 数 n 能 使 得 式 (2-13) 成 





XL. 


最 后 , 可 以 由 引 理 2.2-2.6, 结 合 定理 2.4、 定 理 2.5 的 证 明 方 法 推出 定理 2.6 也 成 立 . 


2.4 关于 伪 Smarandache 函 数 的 猜想 


Smarandache 函 数 是 由 FE.Smarandache 教 授 在 < Only Problems Not Solutions >— 
书 中 引进 的 , 其 定义 为 5(n) = min(m : njml}. 后 来 人 们 依据 Smarandache 函 数 定义 了 
fASmarandache 函数 Z(n) = min {m ; n| meee) I 它们 有 许多 有 趣 的 性 质 , 许多 人 曾 对 
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此 进行 过 研究 . 
Erdosi5 曾 经 猜测 对 于 几乎 所 有 的 "都 有 5(n) = P(n), 其 中 P(n) 是 指 n 的 最 大 素 因 
TRA. 对 于 这 个 猜测 目前 所 获得 的 最 好 结果 是 Aleksandar Ivic25 得 到 的 , 他 证 明了 


log log | 
N(x) = xexp {Vimeonoss (: 十 O Ga) ^ 


log log x 
这 里 N(x) 表 示 所 有 不 超过 x 的 整数 中 不 满足 方程 5(n) = P(n) 的 整数 的 个 数 .Mark 
FarrisfllPatrick Mitchell? at 3% J Smarandache MS (ME Ra EWE FAH, 并 
得 到 了 如 下 结果 : 


(p— 1)o & S(p*) < (p — 1)(o - 14 logy) - 1; 
Jozsef Sandor P HF3% T 4144 Smarandache Pi ZA AY AY fer, 证 明了 


S(m; + ma 4- --- + my) < S(mi) + S(ma) +--+ Smg) 
和 S(m4 + ma +- my) > S(mi) + S(ma) +--+ + S(my) 


存在 无 穷 多 解 . Lu Yamingl 尖 进一步 证 明了 在 等 号 成 立 下 上 述 方 程 也 存在 无 穷 多 组 解 . 
关于 S(n) 和 2Z(n) 还 有 许多 性 质 尚 不 清楚 , 特别 是 Z(n) 由 于 其 值 的 分 布 的 不 规则 性 
使 得 研究 起 来 具有 很 大 的 困难 . 张 文 鹏 在 [29] 中 提出 下 列 问题 :是 否 最 多 只 有 有 限 个 正 整 
BE na ay EE, 函数 Z(n) 的 均值 是 多 少 ? Majumdar 在 [30] 中 提出 了 以 下 四 
个 猜想 : 
(1)Z(n) = 2n 一 1 当 且 仅 当 ”= 2*, 其 中 为 非 负 整 数 ; 
(2)Z(n) =n 一 1 当 且 仅 当 n = p*, 其 中 p 为 大 于 3 的 素数 ; 
(3) 如 果 nn 不 能 表达 为 n = 2* 的 形式 , 则 有 2Z(n) € n-— 1; 
(AIHER RNA Z (n) A Z(n + 1). 
本 节 将 主要 阐述 以 上 问题 的 解答 , 不 但 对 于 张 文 鹏 所 提出 的 问题 给 出 了 一 定 解 答 
还 得 到 Majumdar 所 提出 的 四 个 猜想 是 正确 的 . 为 了 说 明 猜 想 的 正确 性 , 先 给 出 下 UL 
个 引进. 














引 理 2.8 415(n) = P(n), 设 n 的 标准 分 解 n = pp per Pat (n), BAYA ars = 
1; 对 于 1 过 7, 必 有 a < P(n) 一 2. 


WEH: Fani > 1, WEP? (n), in Sn)! = P(n)!,UP?(n)| P(n)XX 5E P(n)2g 38 2ZF 
IS. WA ap 三 小 
设 n! 中 包含 素 因子 p 的 个 数 为 a, 即 满足 p*|nl,p?+1 4 n! Wa = Y, EH (证 明 参 


13 


Smarandache 函数 及 其 相关 问题 研究 
见 [31]). HFA pe" |P (n)! Aue 


«Y [psy Ae = zur. 


Pr LE Pk 





ltt “ip, A QW IE SEA Hoy < P(n) — 2; Wp = 2 时 , 则 有 + 使 得 2 < P(n) < 2*7 Ji 
时 有 


Qk X Y EA < 

i=1 1 二 

因为 a 为 整数 因此 有 a < P(n) — 2. 

为 了 更 加 方便 的 研究 Z(n), 定义 一 个 新 的 函数 ZZ*(n) = min{m : n|m(m 十 1)}, 显然 

容易 得 到 当 n 为 奇数 时 2Z(n) = 2*(n), 当 n 为 偶数 时 2Z(n) = Z*(2n), 因此 这 两 个 函数 是 密 
切 相关 的 .下 面 给 出 关于 函数 Z*(n) 的 性 质 . 

引 理 2.9 “in = p^, Z*(n) = n—1; 当 n 含 有 两 个 以 上 不 同 的 素 因子 时 , 则 必 有 2*(n) < 

2 = k 


P(n) 2 


mia P(n) — Pin) < Pn) 一 了 








1 


证 明 : 由 2Z*(n) 的 定义 易 知 Z*(n) <n — 1, Wn = pA pZ (n) (Z*(n) + 1), BA 
p^|Z* (n) 


J 
p^|Z* (n) +1, 


此 时 都 可 以 得 到 2Z*(n) > ph —1 =n — LUCI Z*(n) =n- 1. 

“int AAS EL E AS TA RAEN, 此 时 n 必 可 分 解 为 两 个 互 素 有 旦 大 于 1 的 整数 
的 乘积 , Ben = mk, 其 中 (m,) = 1, 此 时 可 设 k 为 奇数 , 则 必定 存在 且 唯 一 存在 b, 5' 属 
于 k 的 最 小 非 负 剩余 系 使 得 mb 三 -! mod kH.mb/ = imodk,， 因 此 必 有 2Z*(n) < 
min{mb, mb! — 1}. 而 注意 到 旭 |(mb + mb’), Bs JE k|(b + 0), MAD 十 VV = ky FRA 
数 , 故 必 有 min{0b,5'} < CD KE 





age L E 
2 2 2 2 
由 以 上 的 引 理 可 以 得 到 下 面 几 个 定理 . 
定理 2.7 > 
1 
= a 


那么 在 n < z 的 整数 中 除去 N(z) 个 整数 外 , f(n) 均 不 取 整 数值 , 其 中 
N(x) = zexp [- Villes logon (: +O Go) \ ; 


log log x 
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即 f(n) 在 几乎 所 有 的 整数 上 都 不 取 整 数值 . 


证 明 : 由 Aleksandar Ivic P HAR, 只 需 证 明 当 5S(n) = P(n) 时 , f(n) 不 为 整数 . 
车 5S(n) = P(n), 由 引 理 2.8 知 , 可 设 n 的 标准 分 解 为 n = pl pS? --- pe P(n), 其 中 ax < 
P(n) 一 2, 将 n 记 为 n = mP(n), 所 以 此 时 有 


) su) EET DE * 2: SEO Tae 
1 1 

- s Sq i P(n) 
EE ia (ak +1) 
"aa Bp 
只 需 注 意 到 对 于 dlm, S(d) < S(n) = P(n), o, +1 < P(n) 1 < P(n), 因此 对 于 第 一 
部 分 , 将 其 通 分 后 , 其 分 母 的 素 因 子 皆 小 于 P(m), 对 于 第 二 部 分 其 分 子 的 素 因 子 也 皆 小 
于 P(n), 因 此 其 肯定 不 是 整数 , 因此 这 两 部 分 相 加 不 可 能 成 为 整数 .定理 2.7 得 证 . 
定理 2.8 ()Z(n) = 2n 一 1 当 且 仅 当 n = 25, rpg fries 

(ii) Z(n) =n — 4 H.BU5n = p*, 其 中 p 为 大 于 2 的 素数 ; 

(iii) Rn AERA An = 2* 的 形式 , 则 有 2Z(n) € n- 1. 





HEAR: (i)4n = 2* 时 ( 仅 考 上 处 k 为 正 整 数 , k = 0 是 显然 的 ), 此 时 有 2Z(n) = Z*(2n), 8 B 51 
理 2.9 可 知 Z(n) = 2n — 1; HZ(n) = 2n 一 1, 必 有 n 为 偶数 , 否则 2Z(n) = Z*(n) « n— 1, È 
Wn A 2*, 故 2n 至 少 还 含有 一 个 奇 素 因子 , 由 引 理 2.9 可 得 Z(n) = Z*(2n) < 22-1 — n—-1, 
矛盾 , 故 n = 24. 

(ii)4n = p*, 且 p 为 大 于 2 的 素数 时 , 此 时 有 2Z(n) = Z*(n), 由 引 理 2.9 可 得 Z(n) = 
n 一 1; 若 Z(n) 2 n — 1, 显然 n 不 可 能 是 偶数 , 假设 n 4 p*, 则 n 人 至少 含有 两 个 奇 素 因 子 , 由 
引 理 2.7 可 得 Z(n) = Z*(n) < 3 一 1, 矛 盾 , 故 有 mn = p, 且 p 为 大 于 2 的 素数 . 

(iii) nA BEA An = 2* 的 形式 , 则 必 有 7 为 奇数 , 此 时 有 2Z(n) = Z*(n)  n- 1, 
或 则 ”为 偶数 且 至 少 含有 一 个 奇 素 因 子 , 由 引 理 2.9 可 知 此 时 有 











Zn) ex 2n) < A -1-n-1 
定理 2.9 对 任意 的 n 都 有 2Z(n) A Z(n + 1). 


证 明 : 假 设 有 n 使 得 2(n) = Z(n +1) = m, 则 存在 k, 使 得 nk = (n - 1)! = BORED h 
于 (n,n 十 1) = 1, 因 此 有 nn 十 1|k,n|k', 因此 有 mn 十 1 < k, n € kin AT ee > NS 
HEM > n+ 1, 由 定理 2.8 可 知 则 必 有 n = 2*, n 十 1 = 2" WA fen = 1, 此 时 显然 
有 2(1) # Z(2). 
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定理 2.10 对 任意 的 x 2 1, 有 


Dore 





2 
o [gre] 227 sio (s 


vlog 
其 中 a; = con) 


证 明 : 首先 证 明 不 等 式 右 半 部 分 :由 定理 2.8 可 知 , 当 n = 2^, Z(n) = 2n— 1,24n = pi, 
Z(n) = p* — 1, 当 n 为 含有 奇 素数 因子 的 偶数 时 ,2Z(n) < n — 1; 当 n 为 含有 2 个 以 上 的 奇 
素数 因子 的 奇数 时 有 2Z(n) < SY, 因此 可 得 


> Z(n)= > ZQk) + >》 ZQk +1) + O(a) 





nge k«[g] k«[] 
2k—-1+ 3 ke Y LL ~+ E + O(n) 
* ed k«[$] pxc k<lnz 
1 
一 YE Y FOl) 
k«[$] pic k<Inaz 


下 面 证 明定 理 的 左 半 部 分 : IR Jy Pn) |n |Z ic P(n)|Z(n)(Z(n) UD. pr 
以 Z(n) > P(n) — 1, 因此 可 得 : 


SZ(n) > > (P(n) - 


nzz nzc 


- P(n)-O(z 


nic 
0 (orm 7 ) 
J+1 
v Pu log; 


-Py 





最 后 一 步 参 见 文献 [25]. 


2.5 关于 Smarandache 函 数 与 伪 Smarandache 函 数 的 方程 [ 


2.5.1 背景 及 现状 


WHER ER Bin 4 WF. Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 的 正 整数 m 使 得 njml 
即 S(n) = min(m : m € N,n|m!}. 从 S(n) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 n = pips? -- pe 
表示 n 的 标准 分 解 式 , 那么 S(n) = {SPF )}. 由 此 不 难 计 算出 S(1) = 1, S2) = 
2.5(3) = 3, S(4) = 4, S(5) = 5, S(6) = 3, S(T) = 7, S(8) = 4, S(9) = 6, S(10) = 
5, S(11) = 1, S(12) = 4, S(13) = 13, S(14) = 7, S(15) = 5, S(16) = 6- -- .关于 5S(m) 的 
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算术 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 [2233339. 例如 , Lu Yaming 研 
究 了 一 类 包含 5(m) 方 程 的 可 解 性 吧 , 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 整数 解 , 即 证 明了 对 任 
意 正 整数 上 > 2 方程 


S(mi + ma +: my) = S(m) + S(m3) +--+ Smg) 


ATC & ZA TE ERE (mi, m2, -- my). 
Jozsef SandorR"] 进 一 步 说 明 对 任意 正 整 数 k > 2, 存在 无 穷 多 组 正 整数 


人 
满足 不 等 式 

S(m; +m +--+ mg) > SM) + S(m2) +- + S(meg). 
同时 , 又 存在 无 穷 多 组 正 整数 (ma 十 m2 十 … + mx) 满足 不 等 式 

S(m; +m +--+ mg) < S(m) + S(m2) +- + S(m;). 


此 外 , RIES SRE T EARS (n) B ARAR. BIER TAEA 
Tei- = o | | 








3Ilnx In? x 
NZ 


其 中 PP(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 , C(s) 表 示 Riemann Zeta- 函 数 . 
现在 定义 另 一 个 算术 函数 Z(n) 为 


Z(n) = min {mime Nn [ZEH 


该 函数 有 时 也 被 称 为 伪 Smarandache 函 数 . 关于 它 的 初等 性 质 , 虽然 至 今 知 道 的 不 多 , 但 
是 也 有 不 少 人 进行 过 研究 , 获得 了 一 些 有 价值 的 理论 研究 成 果 B 99], 特别 在 文献 40] 的 
第 3 章 中 , Kenichiro Kashihara 论 述 了 函数 2(m) 的 一 些 初等 性 质 ， 同时 也 提出 了 下 面 两 个 
问题 : 

(A) 求 方程 2(n) = S(n) 的 所 有 正 整 数 解 ; 

(B) 求 方程 2Z(n) +1 = S(n) 的 所 有 正 整 数 解 . 

本 节 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 方程 (A) 及 (B) 的 可 解 性 , 并 获得 了 这 两 个 方 
程 的 所 有 正 整 数 解 , 具体 地 说 , 即 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 2.11 对 任意 正 整 数 n > 1, 函 数 方程 





成 立 当 且 仪 当 n = pam, 其 中 p 为 奇 素数 ， mA? 的 任意 大 于 1 的 因数 . BI m|223 Hm > 1. 
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定理 2.12 对 任意 正 整 数 n ,函数 方 程 


成 立 当 且 仅 当 = p.m, 其 中 p 为 奇 素数 , mA 的 任意 因数 . Mme. 





显然 , 该 定理 彻底 解决 了 问题 (A) 及 (B). 亦 即 证 明了 这 两 个 方程 都 有 无 穷 多 个 正 
整数 解 , 并 给 出 了 它们 每 个 解 的 具体 形式 ， 其 中 , 特别 在 区 间 [1, 100] 中 , 方程 2Z(n) = 
S(n) 有 9 个 解 , 它们 分 别 是 n = 1,6,14, 15, 22, 28, 33, 66, 91. 对 于 问题 (B), 显然 方程 2(n) + 
1= 5S(n) 在 区 间 [1, 50] 中 有 19 个 解 , 它们 分 别 是 


n = 3,5, 7,10, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 26, 29, 31, 34, 37, 39, 41, 43, 47. 


利用 初等 方法 给 出 定理 的 证 明 . 

首先 证 明定 理 2.10. 事实 上 , 当 n = 1 时 , 方程 2(n) = S(n) RL. ~4n = 2,3,4, 5 时， 
显然 不 满足 方程 2(n) = S(n). 于是, 假定 n > 6 满足 方程 2(n) = S(n), 不 妨 设 Z(n) = 
S(n) = 由 函数 Z(n) 及 5(n) 的 定义 可 知 , 是 最 小 的 正 整数 , 使 得 n 满 足下 面 的 两 个 整 
除 式 : 





HELD niki (2-16) 





首先 , 证 明 在 式 (2-16) 中 十 1 不 可 能 为 素数 . SC EMR + 1 为 素数 , 不 妨 设 5 十 1 = 
p, T JEn o2 中 当 (n,p) = 1 时 , 立刻 推出 n| 瑟 .从 而 n 整 除 





—1)(p—2 
> (p k ) 
这 与 & =p- LBD A ERRU En | AY A 当 (n,p) > 1 时 , 由 于 ?为 素数 , 所 以 
推出 pn， 再 由 于 njkl, 立刻 得 到 p|k!， 这 是 不 可 能 的 , 因为 p = 十 1 所 以 p 不 可 能 
除 (p 一 1)!, 从 而 证 明了 在 式 (2-16) 中 十 1 不 可 能 为 素数 . 
其 次 , 证 明 在 式 (2-16) 中 当 k 为 奇数 时 一定 为 素数 .事实 上 当 k 为 奇数 时 针 ! 为 整 
Bl, ERA rc, 则 当 k 可 以 分 解 成 两 个 不 同 整 数 的 乘积 时 , 不 妨 设 k = a-b,a > lb 
1Ha zb 于 是 注意 到 (k, ER) = 1, 不 难 推出 k = a b|(k — 1152 |(k — 1)! 再 由 于 n 整 
除 全 立刻 推出 n|(k — 1)! 这 与 是 最 小 的 正 整 数 使 得 n|k! 矛 盾 ， 当 为 合 数 且 为 菜 一 
SCR ZIEL, Kk = pr*. 由 于 为 奇数 , 所 以 p > 3, 从 而 p, 2p,--- ,p*-! 均 小 于 k 一 1 且 每 
个 数 都 整除 (k 一 1)!, 于 是 由 n 整 除 < 汪 仍然 可 以 推出 n|(k 一 1)!. 这 与 的 定义 矛盾 , 所 
结合 以 上 两 种 情况 推出 当 k 为 奇数 时 有 k = pa po e D yr. 但 是 当 n 整 
RE ERA Sn) < p; 当 mn =p 时 2Z(n) 关 S(n). 所 以 可 以 设 n = p m, 其 中 m 是 对 -的 
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任 一 大 于 1 的 因素 . 

现在 证 明 当 n = p-m, 其 中 m 是 对 -的 任 一 大 于 1 的 因数 时 , 一 定 有 2Z(n) = S(n) .事实 
上 此 时 显然 有 S(pm) = S(p) 一 六 因为 由 不 整除 实 i = MOD, 否则 与 m 整 除 直 :矛盾 所 
以 Z(pm) = p, 从 而 Z(pm) = S(pm). 2 

最 后 , 证 明 不 存在 偶数 使 得 2(n) = S(n) = k. 用 反 证 法 来 证 明 这 一 结论 . 假 
定 存在 个 数 k = 2m, 使 得 Z(n) = S(n) = k = 2m,Bl] E ER ZZ (n) I.S (n) He XA 
Al, n RELY — m(2m + 1) 及 (2m)!， 由 前 面 的 分 析 可 知 2m + 1 不 可 能 为 素数 , 否则 
*4(n, 2m + 1) = 1 时 , "整除 SS i 一 m(2m — 1), 显然 这 与 2m 是 最 小 的 正 整数 使 得 / 整 
除 m(2m + FPEM, 2m + 1) > 1 时 ,由 素数 的 性 质 立刻 推出 p = 2m + 1n, 从 而 再 
由 n|(2m)! 得 到 p = 2m + 1|(2m)!, 矛盾 ! 所 以 2m 十 1 不 可 能 为 素数 , 同样 可 以 证 明 m 不 可 
能 为 合 数 , 否则 容易 推出 n|(2m — 1), 与 2m 是 最 小 的 正 整 数 使 得 n|(2m)! 矛盾 ! 从 而 m 为 
素数 p,k = 2p. 于 是 可 得 n|p(2p 十 1)! &n|(2p)!. 但 是 , 当 n 等 于 p(2p + 1) 的 任 一 因素 时 都 
是 不 可 能 的 ! 也 就 是 说 对 任意 klp(2p 十 1), 不 可 能 有 S(k) = 2p. FÆ, 完成 了 定理 2.10 的 
证 明 . 

现在 证 明定 理 2.11. 与 定理 2.10 的 证 明 方 法 相似 , 这 里 只 给 出 大 概 过 程 . 假定 正 整 
数 n 满 足 方程 Z(n) +1 = S(n), 并 设 Z(n) 十 1 = S(n) =k. 于 是 由 函数 Z(n) 及 S(n) 的 定 
义 不 难 推出 /是 最 小 的 正 整数 , 使 得 

k(k — 1) 
2 

TA, TOF (2-17) F SAA t CIN] — xe 29 A D] np XE Hin |(k 一 1)!, 与 4 是 最 小 的 正 
整数 使 得 jj 矛盾 ， 因 此 有 = pH% MEn ED, HEESE) < prid 
Hin — p- mm APS ME E a. 容易 验证 当 n = p- mm 为 写 : 的 任 一 正 因数 时 ， nifi 
ETT TZ (n) + 1 = S(n). 

“45h (2-17) Hk = 2m 为 偶数 时 ,一 1 = 2m 一 1 一 定 为 素数 , 从 而 可 知 不 存在 这 样 的 
正 整 数 n 使 得 Z(n) 十 1 = S(n) = 2m. 所 以 ,方程 2(n) 十 1 = S(n) 成 立 当 且 仪 当 n = p-m, 
其 中 mm 为 对 :的 任 一 正 因数 . 于 是 , 完成 了 定理 2.11 的 证 明 . 

















, nkl. (2-17) 











2.5.2 一 些 相关 问题 

关于 Smarandache 函 数 S(n) 及 伪 Smarandache 函 数 Z(n) 性 质 的 研究 虽然 取得 了 不 少 
进展 , 但 是 仍然 存在 不 少 问 题 . 为 了 便于 有 兴趣 的 读者 进行 参考 和 进一步 研究 , 这 里 介 
绍 一 些 与 函数 S(n) 及 2Z(n) 有 关 的 并 且 有 意义 的 问题 . 

问题 2.1 OY FER TE EE WA (n) EZ CTI [1, n] P PUE AES (n) 2 38 28] 3E EC] AI 
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数 . 试 研究 万 (由 的 渐 近 性 质 . 猜测 : 
lim ZR) 


nc Nn 


问题 2.2 最 多 有 有 限 个 正 整数 m”, 使 得 
1 
2. 50 


AASB, HPD p RAM n PEG TE BORA, -PAN ESOS BEY EL DC = 1,8. 
问题 2.3 MARASON PO ) 的 均值 性 质 , 并 给 出 均值 


n n 
> Pay 2 s) 


的 一 个 渐 近 公式 , 其 中 P(m) 表 示 m 的 最 大 素 因 子 . 当 z 趋 于 无 穷 时 , 猜测 第 一 个 均值 渐 近 
于 c .2z, 其 中 c 为 某 一 大 于 1 的 常数 ;第 二 个 均值 应 该 与 zr 同 阶 . 当然 问题 2.3 与 问题 2.1 密 切 
相关 . 如 果 问 题 2.1 中 的 猜测 正确 , 那么 就 可 以 获得 第 二 个 均值 的 渐 近 公式 . 

问题 2.4 函数 Z(n) 的 值 分 布 很 不 规则 , 对 有 些 n 如 n= BOD A(n) =m < Van. 
而 对 于 男 一 些 n 如 n = 2°, AZ(n) = 2** —1 2 2n — 1. 因此 有 必要 研究 2 ) 的 均值 性 
质 , 给 出 均值 


E 




















1 
2, 7i) Pob 2, Zim 
的 一 个 渐 近 公式 . 

问题 2.5 求 方程 2(n) = 9(n) 的 所 有 正 整 数 解 , 其 中 0(n) 为 Euler 函 数 . 这 一 方程 有 
无 限 多 个 正 整 数 解 , 例如 "为 素数 p 时 均 满足 方程 . 当 n = 2pHp = 1(mod4) 时 , ”也 满足 
该 方程 . 除了 这 些 平凡 解 外 , 是 否 还 有 其 他 正 整数 解 是 一 个 公开 的 问题 . 猜测 该 方程 只 
Ain = 1 以 及 上 述 两 种 解 . 

问题 2.6 求 方程 $5(2Z(n)) = 2Z(S(n)) 的 所 有 正 整数 解 .， 猜测 该 方程 最 多 有 有 限 个 正 
整数 解 . 





2.6 ”关于 Smarandache 函 数 与 仿 Smarandache 函 数 的 方程 II 





对 任意 正 整 数 n, 著 名 的 F.Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 得 n|ml， 
BUS(n) = min(m : m € N,n|m!), 此 函数 是 著名 数论 专家 F.Smarandache 在 《Only 
Problems,Not Solutions》 一 书 中 引入 的 , 并 建议 人 们 研究 它 的 性 质 . 从 S(m) 的 定义 容 
易 推 出 :如 果 n = pl ps? --- por 表示 n 的 标准 分 解 式 , 那么 S(n) = max [5(p?*)j HEC te 
不 难 计算 出 S(n) 的 前 几 个 值 为 :5(1) = 1,9(2) = 29(4) = 4, S(5) = 5, S(6) = 3,5(7) = 
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7, 5(8) = 4, S(9) = 6, S(10) = 5, S(11) = 11, $(12) = 4, 9(13) = 13, $(14) = 7, S(15) = 
5, 9(16) = 6,… .关于 95(m) 的 各 种 算术 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结 
R, 参阅 文献 ?728,33]. 例如 在 文献 [36] 中 , 研究 了 和 式 


1 
sd (2-18) 


为 整数 的 问题 , 并 证 明了 下 面 3 个 结论 
(a) 当 n 为 无 平方 因子 数 时 , (2-18) 式 不 可 能 是 正 整数 ; 
(b) 对 任意 奇 素数 p 及 任意 正 整 数 a, 当 n = p? Ha < ph], (2-18) 式 不 可 能 是 正 整数 ; 
(c) 对 于 任意 正 整 数 n, 当 n 的 标准 分 解 式 为 p?? p93,… pps) :px 且 S(n) = px 时 ， 
(2-18) 式 不 可 能 是 正 整数 . 
此 外 , 在 文献 [27] 中 , J. Sandor 引 入 了 伪 F. Smarandache 函 数 Z(n) 如 下 : Z(n) 定 义 为 
最 小 的 正 整 数 m, Hane RLY gg 


Z(n) = min {m : m € va [20222]. 


AZ (n ae ) 的 前 几 个 值 为 : Z) = 1,2(2) = 3,Z(3) = 2,Z(4) = 
Z(5) = 4,Z(6) = 3, 2(7) = 6, Z(8) = 15, Z(9) = 8, Z(10) = 4, Z(11) = 10, Z(12) = 
N n = " Z(14) = 7, Z(15) = 5, Z(16) = 31, -- KFZ(n) 的 算术 性 质 , 许多 学 者 也 
进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 , 参阅 文献 [38 — 41]. 本 节 的 主要 目的 是 研究 函数 
方程 

Z(n) + S(n) = kn (2-19) 


的 可 解 性 , 其 中 上 为 任意 正 整数 , 并 利用 初等 及 组 合 方 法 获得 了 这 一 方程 的 所 有 正 整 数 
解 . 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 2.13 “4k = 1 时 , n = 6, 12 是 方程 (2-19) 仅 有 的 两 个 特殊 正 整 数 解 ; 而 此 时 其 它 正 


整数 ”满足 方程 (2-19) 当 且 仅 当 ” = p. usn = p-2%-u, 其 中 p > 7 为 素数 , 2°|p — 1, 
u 是 对 + 的 任意 一 个 大 于 1 的 奇数 因子 . 











定理 2.14 k = 2 时 , n = 1 是 方程 (2-19) 的 一 个 特殊 解 ; 其 它 正 整数 "满足 方程 (2-19) 当 
且 仅 当 n = pw, 其 中 p > 5 为 素数 是 三 -的 任意 一 个 偶数 因子 . 


注意 到 , Z(n) < 2n 一 1 及 S(n) <n, 所 以 当 k > 2 时 , 方程 (2-19) 没 有 正 整数 解 . 从 
定理 很 容易 联想 到 Fermat 素 数 , BBS, = 22 + 1 的 素数 , 其 中 n 2 1 为 整数 . 例 
QF, = 5, Fo = 17, = 257 等 等 . 由 定理 2.13 不 难 推出 下 面 的 推论 : 
推论 2.1 当 k = 1 时 , 如 果 m" 含 有 Fermat 素 因子 , 则 nn 不 可 能 满足 方程 (2-19). 
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利用 初等 及 组 合 方法 来 完成 定理 的 证 明 . 首先 证 明定 理 2.13. 这 时 k = 1. 注意 
SIZ()-43(1)-2341,2(2)--9(2) = 5 4 3, Z(3) + S(3) = 54 3, Z(4) + S(4) = 11 £ 
4, Z(5) + S(5) = 9 £5, Z(6) + S (6) = 6, 所 以 n = 1,- ,5 不 满足 方程 (2-19). n = 6 满足 
方程 (2-19). 于 是 当 其 它 " 满 足 方 程 (2) 时 一 定 有 7 2 7n = prp- -pAn 的 标准 分 
解 式 , 此 时 由 F.Smarandache 函 数 的 性 质 知 


S(n) = max {S(p;")} = S(p*) = u- p, 


1<i<r 
其 中 yp 为 某 一 p;， Q 为 菜 一 Qj,u < a. 
现在 注意 到 pn 及 S(n) = u- p MAn = p? .ni1, 当 n 满 足 方程 (2-19) 时 有 


Z(n) +u-p=p*- n. (2-20) 


首先 证 明 在 (2-20) 式 中 a = 1. 否则 假定 a > 2, 于 是 由 (2-20) 式 立刻 推出 z|2(p) = 
mm. 由 2Z(n) = m 的 定义 知 n = p* :7 整除 于 2 而 (mm 十 1 = 1 所 以 palm 从 而 
由 (2-20) 式 推出 zlS(p) = u- p, Blipo!|u, fip?! < 但 是 另 一 方面 , 注意 到 S(n) = 
S(p“) = u- p, HF.Smarandache 205 (n) I] PE Ji Alu. < a Pr Ape! < u < o. 此 式 
对 奇 素数 p 显 然 不 成 立 ， 如 果 p = 2, 则 当 a > 3 时 , p^! <u € o 也 不 成 立 ， 于 
是 只 有 一 种 可 能 :w = a = 2. 注意 到 n” 2 5 以 及 S(n) = 4 所 以 此 时 只 有 一 种 可 
能 :n, = 12, 而 n = 12 是 方程 (2) 的 一 个 解 . 所 以 如 果 其 它 正 整数 "满足 方程 (2-19), 则 (2- 
20) 式 中 必 有 S(n) = pa =u = 1. 在 这 种 情况 下 , 令 Z(n) = m = p- v, 则 (2-20) 式 成 
为 











v+l=n, 


或 者 ni =vt1,Bln =p. (v -- 1), Z(n) =p v. BAZ (n) EXN = p- (v 十 1) 整 除 
Z(n)(Z(n) +1) _ pu- (pu +1) 
2 2 i 
或 者 (v + 1) RB 
Z(n)(Z(n)41) v-(p +1) 


2 2 : 
注意 到 (vw + 1,v) = 1 所 以 当 为 偶数 时 由 上 式 立 刻 推 出 "+ [pv 十 — pt L,Bllo + 
Ip 一 1 或 者 v + H 写 -显然 对 味 : 的 任意 大 于 1 的 奇数 因子 ~m = p-r 是 方程 (2-19) 的 解 . 
ALA LITA Z(p-r) 2 p- (r — 1). 
uA erat, 由 (v 十 1) 整除 
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得 到 
pv+1 (p-1)w+1)+v-p+2 
(v + 1) eo c 
由 此 可 推出 


p—1- (2k+1):(v+1). 


于 是 设 p 一 1 = 20. h, 其 中 hp 为 奇数 , 则 对 :为 小 于 h 的 奇数 因子 .容易 验证 对 任意 奇 
数 r|h 且 7 < h,n =p- 28 -r 为 方程 (2-19) 的 解 . 因为 此 时 有 





Z(p-28.r) 2 p- (2 .7 — 1). 
事实 上 , 注意 到 r|h. 首先 容易 推出 p 2? . 7 整除 们 中共. 于 是 由 Z(n) 的 定义 知 

Z(p- 2? .7) =p-(2?-r—1). 
于 是 证 明了 定理 2.13. 

现在 证 明定 理 2.14. 此 时 注意 到 k = 2, 所 以 当 n = 1 时 , 有 2Z(1) + S(1) = 2 即 n = 1 是 

方程 (2-19) 的 一 个 解 . 如 果 方 程 (2-19) 还 有 其 它 正 整 数 解 n > 2, 则 由 定理 2.13 的 证 明 方 法 
不 难 推出 n = p: u, 其 中 p > 5 为 素数 , S(u) < p. 代入 方程 (2-19) 可 得 

Z(p-u)+S(p-u) = 2p-u. 
由 此 式 立 刻 推 出 bp 整除 Z(p - u) WZ (p-u) = p-v, Wu = 2w 一 1. 由 2Z(n) 的 定义 知 p - uS 
PREC DERDI aeRO SL MEA, 当 ( 为 蕊 :的 任 一 大 于 1 的 奇数 因数 时 ，Z( - 
u) = p- (u — 1), 所 以 此 时 n = p :和 不 是 方程 (2-19) 的 正 整 数 解 ; 当 w 为 写 - 的 任 一 偶数 因 
数 时 有 





Z(p-u) =p: (2u— 1), 
此 时 
Z(p:u)- S(p:u) = 2p-u. 


于 是 完成 了 定理 2.14 的 证 明 . 
由 定理 2.13 不 难 推出 文中 的 推论 . 事实 上 定理 2.13 中 的 素数 不 可 能 是 Fermat 素 数 ， 
因为 当 p 为 Fermat 素数 时 , p — 1 没有 大 于 1 的 奇数 因子 . 


2.7 关于 Smarandache 函 数 与 素数 





对 任意 正 整 数 n, 车 名 的 F.Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 得 n | ml. 
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即 就 是 S(n) = min(m : m € N, njml}， 这 一 函数 是 美 籍 罗马 尼 亚 著 名 数论 专 
家 F.Smarandache 教 授 在 他 所 车 的 《Only Problems, Not Solutions》 一 书 中 引入 的 , 并 
建议 人 们 研究 它 的 性 质 ! 从 S(n) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 n = ptt p? +» per zn ts 
准 分 解 式 , 那么 S(n) = max {5(p;" jl. 由 此 也 不 难 计 算出 S(n) 的 前 几 个 值 为 : S(1) = 
S(2) = 2, S = 3, S(4) = 4, 9(5) = 5, S(6) = 3, S(T) = 7, S(8) = 4, S(9) = 
S(10) = 5, S(11) = 11, $(12) = 4, S(13) = 13, S(14) = 7, S(15) = 5, S(16) = 6, 
Nase . 关于 S(n) 的 算术 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 ! 参阅 文 
献 [28, 32, 36, 37, 57]. 例如 , Lu Yaming?®) 及 乐 茂 华 交 研究 了 一 类 包含 5S(n) 方 程 的 可 解 
TE, 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 即 就 是 证 明了 对 任意 正 整数 k > 2, 方程 


S(m; + ma  --- + my) = S(m1) + S(ma) + --- - Smk) 


有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (mi， TO Hg). 
徐 哲 峰 5 获得 了 有 关 5S(m) 的 一 个 深刻 结果 ! 也 就 是 证 明了 渐 近 公式 





nzz 
其 中 PP(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 , C(s) 表 示 Riemann zeta- 函 数 . 
杜 凤 英 人 5 研究 了 关于 Smarandache 函 数 的 一 个 猜想 , 即 就 是 证 明了 当 n 为 菜 些 特殊 
整数 (例如 n 为 无 平方 因子 数 ) 时 , 和 式 





1 
di 

不 可 能 为 整数 . 

现在 令 PS(n) 表 示 区 间 [1, nn] 中 5(n) 为 素数 的 正 整 数 n 的 个 数 . 在 一 篇 未 发 表 的 文献 
中 ,J.Castillo 建 议 研 究 极限 lm (J 的 存在 问题 , 如 果 存在 , 确定 其 极限 , 这 一 问题 
是 有 趣 的 , 它 揭示 了 F.Smarandache 函 数 S(n) 值 分 布 的 规律 性 , 同时 也 说 明 在 绝 大 多 数 
情况 下 , F.Smarandacher 20S (n RAE! 

然而 关于 这 一 问题 , 由 于 不 知道 从 何 下 手 , 所 以 至 今 没有 人 研究 , 至 少 没有 看 到 过 
有 关 方 面 的 论文 . 本 节 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 具 
体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 
定理 2.15 对 任意 正 整数 n > 1, 有 渐 近 公式 

S 140 (=) | 


显然 这 是 一 个 比 J.Castillo 问 题 更 强 的 结论 . 当然 如 何 改 进 上 式 中 的 误差 项 也 是 一 
个 有 意义 的 问题 , 有 待 于 进一步 研究 ! 由 此 定理 立刻 得 到 下 面 的 : 
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推论 2.2 对 任意 正 整数 n, 有 极限 





lim 
n —3oo n 


这 节 利 用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 估计 mn 一 PS(n) 的 上 界 . 事实 上 
当 n > 1 时 , Ben = pr'p$?- 22 表示 7 的 标准 分 解 式 , 那么 由 函数 S(n) 的 定义 及 性 质 可 
设 S(n) = S(p) = m- pi. Zio; = 1, 那么 m = 1 且 S(n) = pj 为 素数 ， 若 a; > 1, 那 
Am > 1, 则 5S(n) 为 合 数 ， 所 以 n 一 PS(n)A KI, nn] 中 所 有 S(n) = 1 及 S(n) 为 合 数 
的 n 的 个 数 ! 显然 S(n) = 1 当 且 仅 当 ”= 1. 于 是 令 M = Inn, 则 有 

n—PS(n)=1+ `> 1«1- X 1+ M L (2-21) 


kn S(k)<M kp? <n 
S(k)=S(p%), o22 ap» M, a>2 


现在 分 别 估计 式 (2-21) 中 的 各 项 , 显然 有 


这》 d J doe i+ M 1 








kp? «n kp? <n kp? xin M cpk/n KS p<n kia 
ap>M, a22 2p> M ap>M, a23 ap>M, a23 
n n n n 
< 》 $5; —«-——- M oL S 一 
pe Inn p? pe 
xin unl. p? <n pX n pX n 
ap>M, a23 ap>M, a>p ap>M, 3<a<p 
TL TL TL 
«— + —+ > > 
Inn 9 pe 
pX n pvm 
a>VM p>v M, a23 
n n n n 
a LA (2-22) 





lnn 二 ovM-1 M id Inn 
对 于 式 (2-21) 中 的 另 一 项 , 需要 采取 新 的 估计 方法 .对 任意 素数 p < M, 令 a(p) = 
[25], 即 就 是 c(p) 表 示 不 超过 的 最 大 整数 ， 设 v = [| ze 四 .对 任意 满足 Sb) < 


pxM 


MIB ERES ESQ) = SQ). 则 由 5(A) 的 定义 一 定 有 pt Milia < X |] < 


j=l 


—— [万 以 所 有 满足 5( ) < MAIER Rk eeu, 而 这 样 x 的 个 数 不 会 超过 4 的 正 因 
BUM 即 就 是 d(w). 所 以 有 


` le» qe lI (1+ a(p)) 


S(k)<M d|u p<M 


— exp (E^ (: 十 =) , (2-23) 
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其 中 exp(y) = e". 
由 素数 定理 的 两 种 形式 (参阅 文献 身 及 [6]) 


a GRS z|) < an (+) 
2 3 Mon" EL 


pxM 
<m(M) -In(2M) 一 Y npe 
p<M pu? 
M .1n(2M) M M 
m———————M —— }. 2-24 
mM 10 (Er 7)- oi) Eu) 


注意 到 M = Inn, 由 式 (2-23) 及 式 (2-24) 立 刻 得 到 估计 式 : 





por 1 < exp (= mn) (2-25) 
其 中 c 为 一 正常 数 . 
注意 到 exp (gian) < LL, 于 是 结合 式 (2-21), 式 (2-22) 及 式 (2-25) 立 刻 推出 估计 式 : 
n—PS(n) 214 x -o(c-). 
S(k)=S(p%), a>2 
所 以 


于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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第 三 章 “与 Smarandache 函 数 及 伪 Smarandache 函 数 相关 的 一 些 


3.1 一 类 与 伪 Smarandache 函 数 相 关 的 函数 方程 

前 面 给 出 了 Smarandache 函 数 9(m), 其 定义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 得 njml!, BS (n) = 
min{m : m € N,n|m!). MS(n) 的 定义 容易 推出 : 如 果 n = pips? pr 表示 n 的 标准 
分 解 式 , 那么 

S(n) = max(S(pt"), S(p5?), Uta S(p,*)). 

关于 函数 S(n) 的 算术 性 质 , 参阅 文献 [7,36,53 一 55,57]， 在 文献 [58| 中 ，Sandor 引 入 
T Smarandache ZS (n AHRR (n), 定义 如 下 , 对 于 任意 正 整 数 n, 5*(n) 定 义 为 
最 大 的 正 整 数 m 使 得 ml|jn, 即 有 


S*(n) = max(m : m € N,m!|n}. 


关于 5S*(n) 的 算术 性 质 也 有 学 者 进行 过 研究 , 取得 了 一 系列 研究 成 果 . 例如 在 文献 [59] 中 
王 好 研究 了 有 关 S*(n) 的 函数 方程 


» SL*(d) = > Su 
d\n 


d|n 


的 可 解 性 并 得 到 了 一 个 有 趣 的 结论 , 即 若 


A= hysa C iss € v}. 
d\n d\n 


则 对 于 任意 的 实数 s, DrichletZ&2& f(s) = > AEs < 1 时 发 散 , 在 s > 1 时 收敛 , H 
n>1l,n€EA 
有 恒等式 





fs) =6(8) (1-5), 
其 中 SL*(n) 为 Smarandache LCM 的 对 偶 函 数 , 且 定 义 为 
SO(n) = max{k : [L2,-«- ,klln,k € N}, 


C(s)z&&zy Riemann zeta 函 数 . 
在 文献 [27], Sandor 引 入 了 伪 Smarandache 函 数 2(m) 定 义 如 下 : 对 于 任意 的 正 整数 n， 
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Zn) 为 最 小 的 正 整数 mm, iet er, gu 
Zn) min [m :me xa [2 


从 2Z(n) 的 定义 可 以 计算 出 Z(n) 的 前 几 个 值 为 : ZA) = 1,2(2) = 3,2(3) = 2, Z(4) = 
7,Z(5) = 4, Z(6) = 3, Z(T) = 6, Z(8) = 15, Z(9) = 8, Z(10) = 1,---. 关于 2Z(n) 的 算术 性 
质 , 许多 学 者 都 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 意义 的 结果 路 6.63-63, 同时 得 到 了 2Z(n) 一 些 简 
单 性 质 : 

a) 对 于 任意 正 整数 a 及 奇 素数 p, 2Z(p*) = p* — 1; 

b) 对 于 任意 正 整数 a,2(2%) = 2%+1 — 1. 

本 节 主 要 介绍 关于 伪 Smarandache 函 数 与 Smarandache 对 偶 函 数 的 函数 方程 


Z(n)+S"*(n)-l=kn, k21 (3-1) 


的 可 解 性 . 这 个 问题 目前 还 没有 人 研究 , 张 文 鹏 教授 建议 研究 这 一 类 方程 的 整数 解 的 情 
况 , 这 对 进一步 研究 函数 5S*(n) 与 Z(n) 的 性 质 及 它们 之 间 的 关系 有 一 定理 论 基础 , 最 重 
要 的 是 可 以 解决 与 它 相 关 的 级 数 的 敛 散 性 等 问题 , 得 到 一 些 较 好 的 特殊 结果 , 从 而 填补 
这 一 研究 领域 的 空白 . 本 节 利 用 初等 及 组 合 的 方法 获得 了 这 个 方程 的 所 有 正 整数 解 . 亦 
即 证 明了 下 面 的 定理 : 

定理 3.1 函数 方程 (3-1) 当 k = 1 时 , 当 且 仪 当 只 有 唯一 的 解 n = 1; 4k = ON, SAM 
当 n = 29.0 > 1 满足 方程 (3-1); “4k > 3 时 , 方程 (3-1) 无 解 . 


利用 初等 及 组 合 的 方法 可 以 直接 给 出 定理 的 证 明 . 为 了 简单 起 见 , ANUS" (n) = 
m. “4k = 1 时 , 显然 n = 1 满足 方程 (3-1). 所 以 n = 1 是 方程 (3-1) 的 一 个 解 . 
下 面 假定 n > 1 且 满 足 方程 (3-1). 由 伪 Smarandache 函 数 Z(n) 的 定义 知 
Z(n)(Z(n) — 1) - mZ(n) = nZ(n). 
由 此 式 并 结合 2(m) 的 定义 立刻 可 以 推出 "整除 m2(m), 注意 到 mljm, 所 以 可 以 
wmZ(n) = qn, 或 者 Z(n) = Z. HERRAR- 9 827 m —1 — n. 而 由 5S*(n) = 
m 的 定义 知 ml|n, 从 而 可 设 n = m! - ni, 此 时 , 上 式 可 化 为 


qm—1)l:n+t+m—1=ml.n. (3-2) 


在 式 (3-2) 中 有 两 项 显然 可 以 被 (m — 1)! 整 除 , 所 以 由 整除 的 性 质 易 得 式 (3-2) 中 
的 第 三 项 m — 1 也 能 被 (m — 1)! 整 除 . 显然 (m — 1)! 整 除 m 一 1 当 且 仪 当 m = 1,2,3. 
当 m = 1 时 , 由 式 (3-2) 可 知 g = 1, 此 时 有 2Z(n) = n, 由 函数 Z(n) 的 定义 及 性 质 可 得 ， 
没有 正 整 数 n > 1 满足 Z(n) = n， 当 m = 2 时 , 由 式 (3-1) 知 Z(n) =n 一 1Hn > 1, 此 
时 n = p*,a > 1, PAARA, 但 经 检验 知 n = pa,a > 1 不 是 式 (3-1) 的 解 ， 当 m = 3 时 ， 
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BlS*(n) =m = 3, 则 n = 6, 经 验证 n = 6 不 满足 式 (3-1). 所 以 当 k = 1 时 , 正 整 数 n 满 足 
式 (3-1) 当 且 仅 当 n = 1. 4k = 2 时 , 显然 2” = 1 不 满足 式 (3-1). 
HE, 假定 mn > 1 且 满 足 方程 (3-1). 根据 Z(n) 的 定义 知 此 时 有 


Z(n)(Z(n) — 1) +mZ(n) = 2nZ(n). 


立刻 可 以 推 r 整 除 m2(m), E Amn, 可 以 设 m2Z(n) = wm 或 者 Z(n) = £9. 将 此 
式 代 入 式 (3-1) 可 得 到 +m —1 = 2n. 而 由 5*(n) = m 的 定义 知 mljn, 从 而 可 设 n = m!-n, 
此 时 上 式 可 化 为 


k(m — 1)! - no +m — 1 = 2m! - na. (3-3) 


在 式 (3-3) 中 有 两 项 显然 可 以 被 (m — 1)! 整 除 , 所 以 由 整除 的 性 质 易 得 式 (3-3) 中 
的 第 三 项 m — 1 也 能 被 (m — 1)! 整 除 . 显然 (m — 1)! 整 除 m 一 1 当 且 仅 当 m = 1,2,3. 
Xm = 1 时 , 由 (3-3) 式 可 知 k = 2, 此 时 有 2Z(n) = 2n, 由 函数 Z(n) 的 定义 及 性 质 可 得 ， 
KA ER Bn > 1 满足 Z(n) = 2n. 34m = 2 时 ,由 (3-1) 式 知 Z(n) = 2n - 1Hn > 1, 所 
以 ,n = 2% a > 1 是 式 (3-1) 的 解 . 当 m = 3, BNS*(n) = m = 3, 则 n = 6, 经 验证 mn = 6 不 
满足 (3-1) 式 . 综 上 , 4k = 2 时 , 正 整 数 n 满 足 (3-1) 式 当 且 仅 当 n = 2°,a 2 1. 

当 k > 3 时 , 由 以 上 两 种 情况 的 证 明 同 理 可 以 推 得 , 没有 正 整 数 n > 1 满足 Z(n) = 
kn, 和 Z(n) = kn — 1, Hn = 6 也 不 满足 (3-1) 式 . 故 方 程 (3-1) 无 解 . 

综 上 所 述 , 便 完成 了 定理 3.1 的 证 明 . 
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38 A4 [NSmarandache rj BLS (n) x& X X Js] If] E Bm fs fn | m, BS (n) = min{m : 
nml}.， 而 著名 的 伪 Smarandache 函 数 Z(n) 定 义 为 满足 六 K 能 被 "整除 的 最 小 正 整 
Zim, B Z(n) = min{m : n|(m(m + 1))/2}- 例如 .Za 的 前 几 个 值 为 Z01) = 12/2) = 
3, Z(3) = 2, Z(4) = 7,2(5) = 5,Z(6) = 3, 2(7) = 6,Z(8) = 15, Z(9) = 9 Z(10) 
A Zit) = 10, 7(19) = 8203) = 19204) 7, 25) = 5,708) = 3.707) 
16: Z(18) =8; Z209) = 18; Z(20) = 15, «5. 

关于 函数 S(n) 和 2Z(n), 许多 学 者 研究 了 它们 的 性 质 , 并 得 到 了 一 些 重要 的 结 
果 [729.69- .在 2.5 节 研究 了 方程 


的 可 解 性 , 并 给 出 了 方程 全 部 正 整数 解 . 
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文献 [75] 了 引进 了 著名 的 Smarandache 互 反 函 数 Sc(n), 定 义 为 
max{m : y|n!, 1 < y € m, (m + 1)in!). 
例如 , Sc(n) 的 前 几 项 为 Sc(1) = 1, Sc(2) = 2, Sc(3) = 3, Sc(4) = 4, Sc(5) = 6, Sc(5) = 
5, Se(7) = 10, Se(8) = 10, Sc(9) = 10, Sc(10) = 10, Sc(11) = 12, $c(13) = 16, Sc(14) = 
16, Sc(15) = 16,--- . 文献 [72] 同时 研究 了 Sc(n) 函 数 和 2Z(n) 函 数 之 间 的 关系 方程 
Z(n) + Sc(n) = 2n, 
得 到 了 一 些 重要 的 结果 , 并 提出 了 下 面 的 猜想 . 
猜想 : 对 ”< Nt, 方程 
Sc(n) + Z(n) = 2n 
成 立 当 且 仅 当 n = 1,35, p??*1, oa 为 使 得 3" + 2 为 素数 且 大 于 等 于 2 的 整数 , p > 5 为 素 
数 ,2 为 使 得 p22+1 + 2 为 素数 的 任 一 正 整数 . 
本 节 将 给 出 这 个 猜想 的 证 明 , 即 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 3.2 当 n 是 奇 正 整 数 时 , 方程 
Sc(n) + Z(n) = 2n 


的 解 为 且 只 能 为 n = 1,39, p+! a 为 使 得 3° + 2 为 素数 且 大 于 等 于 2 的 正 整 数 , p > 5 为 
素数 , 6 为 使 得 p23+! + 2 为 素数 的 任 一 正 整数 . 


定理 3.3 当 n 是 偶数 时 ,分 两 种 情况 : 

(1)n 为 2 的 窘 时, n 不 是 方程 Sc(n) + Z(n) = 2n 的 解 ; 

(2)n 是 充分 大 的 偶数 , 且 n 至 少 有 3 个 不 同 的 素 因 子 时 , nn 不 是 方程 Sc(n) + Z(n) = 
2n 的 解 . 





为 了 证 明定 理 3.2 和 定理 3.3, 先 给 出 下 面 儿 个 引 理 . 
引 理 3.1 zZiSc(n) = z € N*, Hn 关 3, 则 xz 十 1 为 大 于 n 的 最 小 素数 . 


引 理 3.2 (1) 若 a € Nt+, 则 2Z(2%) = 2°71 — 1; 
(2) 若 7 是 不 等 于 2 的 素数 , a e Nt, WZ(p%) = p? — 1. 


引 理 3.3 当 n € N*, Hin > 59 时 , WASc(n) < 3n/2. 
引 理 3.4 当 正 整数 n 充 分 大 时 , 在 n 与 n 十 n"/?2 之 间 必 有 一 个 素数 . 


引 理 3.1-3.4 的 证 明 参 见 文献 [30, 75, 77]. 
下 面 证 明定 理 3.2. 当 n 是 奇 正 整 数 时 , 分 6 种 情况 来 讨论 . 
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(1)n = 1 满足 原 方程 . 
(2)n = 3, Z(3) = 2, Sc(3) = 3, 故 3 不 是 原 方程 的 解 . 
(3)n = 3°(a > 2), H3 + 2 为 素数 , 则 
Deam eg +1, 2(3°)=3°—1, 


故 3" 是 原 方 程 的 解 . 
(4)n = 3*(a > 2),H.3* + 2 不 为 素数 , 则 由 引 理 3.1 与 引 理 3.2, 有 
Sc(3°) > 3° +1, Z(8%) = 32 一 1 
故 3° 不 是 原 方程 的 解 . 
(5)n = p',y 2 1,p > 5 为 素数 , 则 
Z(p)-p-1 
Hn z 3, 这 时 分 2 种 情况 : 
DEn = 220.9>1 Wp = +1(mod3), FÆ 
p? = 1(mod3), 
从 而 
p? + 2 = 0(mod3), 
Wp? + 2 不 可 能 为 素数 , 故 由 引 理 3.1, 此 时 的 ”不 是 原 方程 的 解 . 
DEn = po E Pp > 5 为 素数 , 6 为 使 得 p2311 + 2 为 素数 的 任意 正 整数 , 由 引 
理 3.1, 得 
Sep ep 
由 引 理 3.2, fjz(p?9 1) = pët — 1, ]]Sc(p? 8*1) + z (p&*1) = pt + 1+ gió — 1 = 
2p?F+1 Hin = p2311 时 原 方 程 成 立 ， 若 p2911 + 2 不 为 素数 , 则 由 引 理 3.1, 得 Sc(p22+1) > 


pret! Sin = p25+1 不 是 原 方程 的 解 . 
(6)2tn,n = pt ni, (p1; n1) = o4 2 1,p1 之 3 为 素数 , 同 余 方程 





nx = 1(modp*") 





有 解 , 进而 可 得 同 余 方程 


AH, 其 解 不 妨 设 为 /, 则 可 取 1 < y < pp — Lp 一 y 亦 为 前 面 同 余 方 程 的 解 , 则 可 
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py |ay— 1)(niy + 1), 


Wi(niy —1, my 十 1)|2, 于 是 (pr — 1)|(miy 一 3 或 (pg 一 1)|(niy + 1). 
di (pt? — 1)|(niy — 1),JlIn = pin |S VOw | Wifi 








Ql — 
AC ee Dna ie 
2 2 
车 (pi — 1)|(n1y + 1), Wn = pn; |S Pew , Jg 
O1 — 
2 2 
FH 3| 383.3, 24n > 59 时 , WA 
3 
Sc(n) + Z(n) < > + = = 2n, 


故此 时 的 nn 不 满足 原 方程 ,而 当 n < 59 时 利用 计算 机 可 进行 检验 这 种 情况 下 的 "不 满足 
原 方程 . 综 上 所 述 , 定理 3.2 成 立 . 

下 面 证 明定 理 3.3. 分 以 下 三 种 情况 . 

(1) 当 n = 28 os 1 时 ， 


zo% 991 Se") 1, 


故 = 2 不 满足 原 方程 . 
(2) 当 n = 2kp*,a > 1, (2k, p?) = 1,p > 3 为 素数 时 , 同 余 方 程 


Aka = 1(modp*) 


有 解 ,可 得 同 余 方程 
16k?z? 三 1(modp^) 


有 解 , 其 解 不 妨 设 为 y, 则 可 取 1 < y < p* — 1 又 pa 一 y 亦 为 前 面 同 余 方 程 的 解 , 则 可 
W <y < .由 
16k^,? = 1(mody?), 


Wp? |(4ky — 1) (4ky + 1), Tfü(4ky — 1, 4ky + 1) = 1,T ép? | (4ky — 1) EXp^ | (4ky + 1). 
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dip" |(4ky — 1), o uy) AmA 





Ak(p® — 1 1 
zm) =m «diy -1« 07-9 ien - mie (17 2) 
pe 


#p°|(4ky +1), 则 a SERVED 从 而 有 


Ak(p* — 1 1 
Zn) =m < ary « SED <n 2k < (1-5) n 





2 
(3)24n = (2k + 1)2%, a > 1,k > 1 时 , 则 同 余 方程 
(2k 十 1)7 = 1(mod2^*1) 


与 
(25 十 1)z = —1(mod2*") 


HVAR, 且 解 为 奇数 , 设 oa 为 同 余 方程 

(2k + 1)z= 1(mod2**) 
的 解 , Z1 < a «2^ — 1, 则 取 a 即 可 , 否则 

2? -1xo«2* - 1, 


则 
garl spa DULL PL ene T. 


H2** 一 a 满 足 同 余 方 程 
(2k+1)z= -1(mod2°+!), 


故 两 个 同 余 方 程 中 必 有 一 个 满足 


的 解 a, 则 29+1|[(2k + Le + 1]BR2°+"|[(2k + 1)a — 1]. 
若 2%+1|[(2k + Loa + 1], i29! (2k + 1)|[(2k + 1)a + 1](2k +1), 从 而 


Z(n) € a(2k + 1) x (2° — 1)(2k + 1) < (: — x) n. 


Tfj 4207" (2k + 1)a — 1] 时 , 同 理 也 有 2(p) < (1 一 去 ) n. 
总 之 , 对 于 (2),(3) 两 种 情况 , 即 


n = pp% .. p^ (a 21,09: 1,k 2) 
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为 其 标准 素 分 解 式 , S 
q 一 mmin{t2 pi, p2”, s PR" J 
则 
n = 2^ pf! py? pe > q^, 


从 而 or < 3n, 则 


这 样 , 当 n 充 分 大 时 , 由 引 理 3.4， 
Sc(n) + Z(n) « n+nB+n—n3 «2n, 


即 该 "不 满足 原 方程 . 综 上 所 述 , 定理 3.3 成 立 . 


3.3 ”关于 含 伪 Smarandache 函 数 及 其 对 偶 函 数 的 方程 


对 任意 正 整数 "著名 的 伪 Smarandache 函 数 2(m ) 定 义 为 满足 沁 能 被 n 整 除 的 最 小 
的 正 整 数 m, 即 Z(n) = min(m : m € Nt ney, 由 Z(n ) 的 定义 容易 推出 Z(1 
= 
8, Z(10) = 4, Z(11) = 10,.… .许多 学 者 研究 了 函数 Z(n) 的 性 质 , 得 到 了 一 些 重要 的 结 
果 和 猜想 [30,79,80]. 

(a) 对 于 任意 正 整 数 n, 有 2Z(n) > 1; 

(b) 对 于 任意 奇 素数 p 和 正 整 数 k, 有 2Z(p*) = pF - 1,Z(2^) = 2*1 — 1; 

(c) 若 n 为 任意 合 数 , 则 Z(n) = max(Z(m) : mn}. 

文献 [27] 引 入 了 函数 Z(n) 的 对 偶 函 数 Z*(n), 将 其 定义 为 满足 "能 被 > 六 整除 的 
最 大 的 正 整数 m, 即 Z*(n) = max {m : me N*, miD y. A t Z* (n) BY BU JL 48. 
XZ*(1) = 1, Z*(2) = 1, Z*(3) = 2, Z*(4) = 1, Z*(5) = 1, 2*(6) = 3, Z*(7) = 1, Z*(8) = 
1, Z*(9) 2 2,--- . 由 文献 [27, 82], Z*(n) 具 有 如 下 性 质 : 

(d) 两 个 奇 素数 p, g 若 满足 p = 2q — 1, WZ (pq) = p; Æp = 24 + 1, MWZ(pq) =p — 1; 

(c)#in = 35t(s 为 任意 正 整 数 ,为 合 数 ), WIZ*(n) > 2; 

ORMA Eža, b, 有 2Z*(ab) 2 max{Z(a), Z(b)). 
张 文 鹏 建议 研究 一 类 包含 函数 Z(n) 及 其 对 个 函数 2Z*(n) 的 方程 


Z(n) + Z'(n) =n (3-4) 


的 可 解 性 , 并 提出 下 面 的 猜想 : 
猜想 : (A) 方 程 (3-4) 只 有 有 限 个 偶数 解 . 也 许 只 有 一 个 侦 数 解 n = 6; 
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(B) 方 程 (3-4) 的 所 有 奇数 解 必 为 奇 素数 p 的 方 窜 (p > 5). 

关于 此 问题 , 文献 [83] 对 其 进行 了 研究 , 证 明了 猜想 (B), 并 声称 猜想 (A) 仍 是 公开 的 
问题 . 本 节 将 进一步 介绍 对 这 两 个 猜想 进行 的 研究 , 利用 初等 方法 和 组 合 方法 证 实 了 这 
两 个 猜想 的 正确 性 , 得 到 了 下 面 的 结论 : 


定理 3.4 方程 (3-4) 只 有 一 个 偶数 解 n = 6; 方程 (3-4) 的 所 有 奇数 解 为 n = p^, HPA RŽ, 
为 任意 正 整数 . 


证 :分 两 种 情况 讨论 . 

1) 当 n 为 偶数 时 , 分 以 下 4 种 情况 来 证 明 : 

1.1) 当 n = 2^k DB, AZ") = 24 一 1,Z*(2*) = 1. 从 而 Z(2*) + 2*(2*) 4 
2*, 故 2* 不 是 方程 (3-4) 的 解 . 

1.2) 当 n = 2p(p 为 奇 素数 ) 时 , 若 p = 3, 则 2(6) = 3, Z*(6) = 3, 从 而 2(6) + Z*(6) = 
6, 故 n = 6 是 方程 (3-4) 的 解 ; 若 p = 5, 则 2(10) = 4, Z*(10) = 4, 从 而 2Z(10) + Z*(10) 28z 
10, Win = 10 不 是 方程 (3-4) 的 解 ; 车 p > 5, 则 2Z*(2p) = 1, 当 且 仅 当 2Z(2p) = 2p 一 1 时 , 77 
程 (3-4) 有 解 . 则 需 27| 2 了 ,由 此 得 到 2p — 1 为 偶数 , 矛盾. 

1.3) 当 = 2*p?(k,a 为 正 整数 ) 时 ,车 2* 与 5? 之 间 存 在 形 如 A = 2B 土 1 的 关系 式 , 则 只 
能 为 


p —2.29 x 1, (3-5) 





而 不 可 能 存在 2Y = 2. p* 土 1. 这 里 z,y 是 分 别 小 于 a, 有 的 正 整 数 . 事实 上 , 总 会 存在 不 
止 一 对 的 z 和 wy 使 得 (3-5) 式 成 立 . 取 满 足 式 (3-5) 成 立 的 最 大 的 z 和 yy 分别 记 作 如 下 讨论 中 
的 5,d 与 ayc: 

1.3.1) f p* = 2:29 一 1, 则 Z*(n) = max(p?) = p^ 22.22 —1.& 


Z(n) =m 2 n — Z*(n) = 2*y* — p? = 25g* —2.2* +1, 


则 有 
(2*p* — p?)(2*p* — 2. 2^ + 2) 
2 


“4k = 1 时 , 则 a = 1, 可 得 pe = 3, 于 是 归结 为 n = 2p 的 形式 ; 当 k > 1 时 , 由 式 (3-6) 得 


yr (3-6) 





2E pt] (2E p°? — 1)(2571p° — 90 十 1) 


显然 , 无 论 ! = a 还 是 b < a, 偶 数 都 不 可 能 整除 2 个 奇数 之 积 , 故此 时 方程 (3-4) 无 解 . 
1.3.2) 若 好 = 2- 2" 4- 1,0) 


Z*(n) = max(p* — 1} = 5*—1- 2-2. 
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d 


Z(n) =m =n — Z*(n) = 25p* — p? -- 1 = 2^p* — 2. 2°, 


则 
(2^p* — 2 - 2°)(2kp* — p? + 2) 
2 

当 = Ht, BX(3-7) 2p? |(p? — 2) (2^p* — p* -- 2), 偶数 不 可 能 整除 奇数 ,方程 (3-4) 此 时 无 
解 ; 当 k > chi, 27e" (2577159 — 1) (2*p* — p* 4-2), mp” | (25797 1p* —1)(25p9 —p?--2) 
可 能 成 立 , 从 而 此 时 方程 (3-4) 无 解 . 

1.3.3) 车 不 存在 关系 式 (3-5). 则 2Z*(n) = 1. 而 Z(n) Z m — 1. 否则 同情 况 1.2) 中 的 讨 
论 一 样 , 得 到 奇数 被 2 整除 的 矛盾 . 

1.4)24n = uvi, 其 中 (2*,w) = (u,v) = (v,2*) = 41 记 z,y 分 别 为 u,v 的 因子 ,z 为 
小 于 k 的 正 整 数 .n 的 各 个 因子 之 间 若 存在 形 如 4A = 2B 土 1 的 关系 式 , 只 可 能 为 x = 
2.2? 土 1 或 x = 2y-2* +1, 而 不 可 能 存在 2? = 2z 土 1 或 2zy = 2x E13. 显然 存在 多 对 z,y,z> 满 
足下 面 讨论 中 所 涉及 的 不 定 方程 : 

1.4.1) 若 zx = 2.27 一 1, 则 Z*(n) = max(z) 221 22.22 — 1.8 


2y (3-7) 





Z(n) 2 m ^ n — Z*(n) = 2*uv — rı = 2*uv — 2-2" 4 1. 


不 失 一 般 性 , Bu = exi, WA 

(2*uv — zi) (2*uv 一 2.22 + 2) 
2 

当 = IBI, = 1, 可 得 2ev|(2ev — 1)(uv — 1), 然而 v|(2ev — zi) (uv — 1) 不 可 能 成 立 ， 

故 得 出 矛盾 ; 4k > 1 时 , 有 


2Fuv (3-8) 


2*ev|(2*ev — 1)(2" luv — 2% + 1), 


从 而 得 到 偶数 整除 奇数 的 矛盾 . 
1.4.2) 若 zx = 2-2* - 1, WJZ*(n) = max(z — 1} 229—512 2.22. > 


Z(n) =m 2 n — Z'(n) = uv — r3 +1 = Buy — 2-2”, 


则 

(2*uv — 2 .222)(28uu — 2.22 + 1) 
2 3 

Zk = zl, f2uv|(uv —2) (2Fuv —2^*1 - 1), 偶数 不 可 能 整除 奇数 , 得 出 矛盾 ; k > z2 时 ， 

有 


uy (3-9) 


gb] lay |(2*uv — 2)(2 uv — za + 2), 
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Tju|(2*uv 一 2) (2 uv 一 x» 十 2) 不 可 能 成 立 , 得 出 矛盾 . 
1.4.3) 若 z = 2y: 27 一 1, 则 Z*(n) = max(z) = z3 = 2y3 23 — 1. $ 


An =m =n — Z*(n) = uy — z3 = 2 wv — 2g - 2? + 1. 


不 失 一 般 性 , Wu = tzs, WA 
(2*uv — za) (2*uv — 2ys - 278 + 2) 
D 8 
4k = 1 时 , 有 zs = 1, 可 得 2tv|(2tv — 1) (uv 一 2y3 + 1), 然而 v|(2tv — 1) (uv 一 2ys 十 1) 不 
可 能 成 立 , 得 出 矛盾 ; 当 k > 1, 有 2*tv|(2*tv — 1) (2*7 !uv — 28y +1), 故 得 到 侦 数 整除 奇 
数 的 矛盾 . 

1.4.4) 若 = 2y - 27 +1, WIZ*(n) = max(z —1) = z4 — 1 = 2y4 22. > 


Faw (3-10) 


Z(n) =m =n — Z*(n) = w — 24 + 1 = Žu — 29, - 2%, 


不 失 一 般 性 , Bu = sys, WA 
(2*uv — 2y4 - 274) (2Fuv — 2y4 - 274 + 1) 
~ 
žk = z4, A2uv|(uv 一 2y4)(2^uv — 27**1y4 十 1), 偶数 不 可 能 整除 奇数 , 得 出 矛盾 ; 
Mk > zal, 2*-7**su|(2*77su — 2) (2*uv — x4 +2), Tiu| (2^ 7*su — 2) (2*uv — z4 4-2) 
可 能 成 立 , 得 出 矛盾 . 

1.4.5) 若 不 存在 以 上 4 种 关系 式 , 则 2Z*(n) = 1. 而 Z(n) 关 n — 1, 否则 会 得 出 n 一 12818 
数 的 矛盾 . 

综 上 所 述 , 方程 (3-4) 的 偶数 解 有 且 仅 有 一 个 为 n = 6. 

2) 当 n 为 奇数 时 , 分 以 下 3 种 情况 讨论 : 

2.1) 显 然 n = 1 不 是 方程 (3-4) 的 解 . 

2.2) 当 n = p*(p 为 奇 素数 , kA ERON, Ap = 3, 则 2Z(n) = n — 1, Z*(n) = 2, 从 
而 Zn) + Z*(n) An; #p 2 5,MWZ(n) =n — 1, Z*(n) = 1. 故 n = 是 方程 (3-4) 的 解 . 

2.3) 当 mn 含有 多 个 不 同 素 因 子 时 , 设 n = uv, X E(u, v) = 1. 取 x,y 分 别 为 u,v 的 因子 . 
不 失 一 般 性 , Bu > v. 分 下 列 几 种 情况 讨论 : 

2.3.1) 若 存在 关系 式 x = 2y — 1. WZ*(n) = max(z) = z1 = 21 — 1. idu = bx. > 


uy (3-11) 


Z(n) =m =n — Z* (n) = w — zı = w — 2y, + 1, 


则 有 
(uv — zi)(uv — 2y, + 2) 
UU LOCUTUS 8 
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由 此 可 得 
(bv — 1)(uv — 2y4 + 2) 


b 
V 5 ; 





(bv — 1)(uv — 2y1 + 2) 
2 ? 
显然 不 成 立 , 故 得 出 矛盾 . 
2.3.2) 若 存在 关系 式 z= 2y 十 1. WZ*(n) = max(z — 1) = z3 — 1 = 2y. Wn = dyo. 
PS 
2 


Z(n) =m =n — Z* (n) = uv — t2 + 1 = uv — 2ys, 


则 有 


故 2du|(du — 2)(uv — x3 + 2), Tfüu|(du — 2) (uv — xa + 2), 显然 不 成 立 , 故 得 出 矛盾 . 

2.3.3) 若 不 存在 形 如 z = 2y + 1 的 关系 式 , WZ*(n) 21. SZ(n) =m=n-1, © 
然 n nor D BEIT. 下 证 此 时 取 到 的 m 不 是 满足 2(n) 定 义 的 最 小 值 . 

由 同 余 方程 wX = 1(modv) 有 解 . atu? X? = 1(modv) 有 解 . 其 解 不 妨 设 为 Y, Wu 
HEU «Y «v- 1. Bije|(uY — 1)(uY + 1). 

当 v|(wuY — 1)BJ, 有 








A 
2 
故 
Z(n —^"maxuY-1zvu(v-1)-1«u-1; 
“ul(uY + DN, 有 
uY (uY + 1) 
n = w |————— — , 
2 
故 


Z(n) =m x uY € u(v — 1) « w — I. 
故 m = n 一 1 不 是 满足 Z(n) 定 义 的 最 小 值 . 
综合 以 上 几 种 情况 , 奇数 n 是 方程 (3-4) 的 解 当 且 仅 当 n = p, 其 中 p > 5 为 素数 , 为 
正 整数 . 
综 上 所 述 , 定理 3.4 成 立 . 
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3.4 XT &SmarandacheE I ER 2855 (fjSmarandacheg Zi 853 A f 


对 任意 正 整 数 n, 伪 Smarandache 函 数 Z(n) 定 义 为 使 得 n 整 RI K 的 最 小 的 正 整数 mm， 
即 Z(n) = min {m : n [ZE 例如 , 该 函数 的 前 几 个 值 为 :2(1) = 1,20) = 3,2) = 
2,2(4) = 7, Z(5) = 5, 2(6) = 3,2(7) = 6,Z(8) = 15, 2(9) = 9,200) = 4, Z(11) = 
10,Z2(12) = 8,Z(13) = 12, Z4) = 7, Z(15) = 5,Z(16) = 31,Z(17) = 16,Z(18) = 
8, Z(I9) = 8, Z(20) = 15,--.. 

关于 这 一 函数 , 许多 学 者 研究 了 它 的 性 质 , 并 得 到 了 一 些 重要 的 结果 ， 见 文 
献 [85 一 89]. 例如 , 张 文 鹏 在 文献 [87] 中 研究 了 方程 2(o) = S(n), Z(n) - 1 = 5S(n) 的 可 解 
TE, 并 给 出 了 方程 的 全 部 正 整数 解 , 关于 这 两 个 方程 , 在 本 书 的 2.5 节 中 有 详细 阐述 . 

而 在 文献 [75 中 , SIE T Smarandache ©. x K Zi Sc(n), Sc(n) 定 义 为 满足 yInlH1 < 
y < m 最 大 正 整 数 m, 即 Sc(n) = max(m : y[n, 1 € y <S m,m + 1m!). 

例如 ,Sc(n) 的 前 儿 个 值 为 :Sc(1) = 1, Se(2) = 2, Se(3) = 3,5Sc(4) = 4, Se(5) = 
6, Se(6) = 6,Sc(7) = 10, Se(8) = 10, Se(9) = 10, Se(10) = 10, Sc(11) = 12, Sc(12) = 
12, Sc(13) = 16, Sc(14) = 16, Se(15) = 16, ---. 

文献 [75] 研 究 了 Sc(n) 的 初等 性 质 , 并 证 明了 以 下 结论 : ASc(n) = zx, Hn F 3, 
Wa + 1 是 大 于 n 的 最 小 素数 . 

在 文献 [91] 中 引进 了 伪 Smarandache 对 侦 函 数 Z*(n), Z* (m) 定义 为 满足 整除 n 的 
最 大 正 整 数 m, 即 Z*(n) = max (m : mom) in. 文献 [272] 研 究 了 2Z*(n) 的 性 质 , 得 到 
了 一 些 重 要 的 结果 . 文献 [86] 中 研究 了 这 三 个 函数 之 间 的 关系 方程 (pz) + Z*(n) 2n 
( 见 3.3 节 ) 与 Sc(n) = Z*(n) +n, 得 到 了 一 些 重要 结果 , 并 提出 了 一 些 还 未 解决 的 猜想 : 
猜想 :方程 Sc(n) = Z*(n) 十 n 的 解 为 p*, 其 中 p 为 素数 ,2ta,p? 十 2 也 为 素数 . 本 节 的 目的 
是 研究 以 上 问题 , 得 到 了 下 面 的 : 
定理 3.5 方程 Sc(n) = Z*(n) 十 n 的 解 为 p*, 其 中 p 为 素数 , 210, p^ 十 2 也 为 素数 , 以 及 满 
足 条 件 a(2a 一 1)tn(a > 1),n 十 2 ARM, n 为 正 整 数 . 

在 证 明定 理 之 前 先 给 出 下 面 的 儿 个 引 理 . 
引 理 3.5 若 Sc(n) 2 x € Z, Hn z 3l 十 1 为 大 于 n 的 最 小 素数 . 
证 明 : 见 文献 [75]. 

由 此 可 见 , Sc(n) 除 了 在 n = 1,n = 3 为 奇数 外 , 在 其 余 情 况 下 的 值 都 是 偶数 . 
引 理 3.6 














2,p 73 
Z*(p*) = 
lp=3 
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引 理 3.7 Xin = 0(moda(2a 一 1)), 则 有 2Z*(n) 2 2a > 1. 


引 理 3.8 


V8n 二 1 一 1 


Z*(n) < 
(n) - 


引 理 3.6- 引 理 3.8 的 证 明 请 参阅 文献 [27]. 
引 理 3.9 当 n = ppi ps? --- pz^(po = 2, pi 2 3, k 2 1,0; > 1) 为 n 的 标准 素 分 解 式 时 ,有 


TV 
min(po^ pt po^, py] 
证 明 : 类 似 于 3.3 节 中 证 明定 理 3.3 的 方法 . Hn = plot ps? ---pe*(po = 2,pi 2 3,k 2 
1, as > 1) 为 其 标准 素 分 解 式 时 , 分 两 种 情况 来 证 明 . 
(i) tn = 2kp?, a > 1, (2k,p?) = 1,p 2 3 为 素数 , 由 同 余 方程 


Z(n) Xn— 


4kz = 1(modp”) 


有 解 , 可 得 同 余 方程 
16k?3? 三 1(modp?) 


有 解 ， 其 解 不 妨 设 Ay, 则 可 取 1 < y x po 1 Xpo y 亦 为 前 面 同 余 方 程 的 解 ， 则 可 
WI «y « "B 
16k?y? = 1(modyp?), 
则 pe |(4ky — 1)(4ky + 1) TO (4ky — 1, 4ky + 1) = 1, 于 是 pr |4ky — 1 或 p* |Aky +1. 
Hip? |4ky — 1, Wn = 2kp° |UD ,从 而 


Z(n) 2m x 4ky — 1 


ge) Se Se E (i-i) 
2 p? 
n 
— min{p?? Bd Pi 31777 d. 


车 pe |Aky +1, J eft) 从 而 也 有 





TL 


4k(p* — 1 1 
Z(n) =m ay < MEAD) ca (1- nen LR RT 
pe? min{20 pi P2577 Pk n 


(ii) Bn = 2°(2k + 1), (a > 1, k > 1) WARE 


(2k + 1)z = 1(mod2°**") 


(2k + 1) = —1(mod2°+!) 
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HAR, 且 解 为 奇数 , 设 oa 为 同 余 方程 
(2k + De = 1(mod92** 
的 解 , 若 1 < a «2^ 一 1, 则 取 a 即 可 , 否则 
22-1«ax2?*-1, 


则 
2l — a g 2H — OF ae =2-—], 


H27 — a 满足 同 余 方 程 
(2k +1)2 = —1(mod2**5, 


故 两 个 同 余 方 程 中 必 有 一 个 满足 1 < a < 22-1H]f£o, 2^1 (2k + 1)a + 132^! [(2k + 1)a — 1, 
若 2a+1 |(2k 十 1)a 十 1, 则 


2e *1(2k + 1) |[(2k + 1)o + 1](2k + La, 
从 而 
Z(n) < a(2k -- 1) < (2* — 1) (2k + 1) < (1-5 )n<n 
ifj 42°41 |(2k + 1)a 一 1 时 , AEEA 
1 n 
Z(n)<(1-—Jn< or 
(n) * ( x) lE min{pp° Di 1, po? zoas Tog d 


SEB (i), (i), in = ppp ps? ---pz^(po = 2, pi 2 3, k 2 1, ai > 1) 为 其 标准 素 分 解 
式 时 , 则 


TL 
— [.ao0 ol az OORU 
min{ p9 ,D1 P2 ttt ) Pk } 


m 
min{pp°, p r po^, PRU) 

下 面 将 给 出 定理 的 证 明 , 分 五 种 情况 来 证 明 . 

(1)n = 1 时 , Z*(1) = 1, Sc(1) = 1, 则 1 不 为 其 解 . 

(2n = 3%(a > 1), 由 引 理 3.6, Z*(39) = 2, 若 mn = 3° 是 原 方程 的 解 , 则 Sc(3*) = 
2 + 3°, AlA3|3° 十 2 十 1, 从 而 3° + 2 十 1 不 可 能 为 素数 而 与 引 理 3.5 相 矛盾 , 故 n = 3* 不 是 
原 方程 的 解 . 

(3)n = p*(a > 1, p 之 5), 由 引 理 3.6,2Z*(p*) = 1, Zin = p?* 是 原 方程 的 解 , 则 Sc(p?) = 
1+ pa, 因 当 p > 5 时 ,3|p2 +2, 故 由 引 理 3.5，a 不 能 为 偶数 , 上 且 当 pa + 22ta) 为 素数 时 ， 
n=p (a > 1,p 之 5 为 素数 ) 满 足 原 方程 . 

(4)n = (a > 1),25 2€2*D 20 B (m, m 4-1) = 1, 则 m = 1, 故 2*(2°) = 1, 若 n = 2°88 
原 方程 的 解 , 则 Sc(2°) = 1 + 2°, 因 2|(2° 十 1 十 1), 与 引 理 3.5 了 矛盾, 故 n = 2°(a > 1) 不 是 原 


Z(n) Sn- 
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方程 的 解 . 
(5)n = pt" pg? --- pg*(k 2 2,a; Z 1) 为 其 标准 素 分 解 式 . 又 分 为 两 种 情况 来 证 明 . 
(i)2t4n, 则 24p 侣 时 ,从 而 21Sc(n), 若 n 要 满足 原 方程 , 则 必须 21Z*(n). 现 考虑 2Z*(n), 若 存 
在 整数 a(a > 1), 使 a(2a — 1)|n,MWZ*(n) > 2a — 1, 车 存在 整数 a(a > 1), 使 a(2a + 1)|n, 
WZ*(n) > 2a, 从 而 


Z* (n) = max(max(2k : k(2k + 1)|n}, max(2k — 1 : k(2k — 1)|n)). 


再 分 三 种 情况 来 讨论 

98 — EZ (n) = 2a 一 1 > 1, 则 a(2a — l)n, Fajn, alin + (2a — 1) -- 1]. 若 n 要 满足 
原 方程 , 则 Sc(n) = 2a 一 1 十 n. 而 Sc(n) 十 1 不 为 素数 , 与 引 理 3.5 相 矛盾 . 

第 二 , 4Z*(n) = 2a > 1, 则 a(2a + 1)|n,Aaln, (2a + Dln. EnF Wi Æ RY FE, 
则 Sc(n) = 2a 十 mn. 而 Sc(n) 十 1 不 为 素数 , 与 引 理 3.5 相 矛盾 . 

最 后 , d Z'(n)- 1, Ha > 1, 则 a(2a — 1)tn, 从 而 若 n + 2 不 是 素数 ,由 引 理 3.5, 这 
样 的 n 不 是 原 方程 的 解 ， 若 n 十 2 为 素数 , 由 引 理 3.5, 这 样 的 "为 原 方程 的 解 . 即 a(2a — 
1)fn, n 十 2 为 素数 时 的 正 整 数 n 为 原 方程 的 解 . 

(这)2|n, 若 nn 满足 原 方程 , 则 必须 Z*(n) 为 偶数 ,日 Z*(n) > 2, 而 


mms 1) T 


Wm + 1) |n, BEM (m. + 1)|(n +m + 1), 这 样 Sc(n) = n + m 十 1 不 是 素数 ,与 引 理 3.5 了 矛盾 . 
因此 , 方程 Sc(n) = Z*(n) 十 n 的 解 为 p*, 其 中 p 为 素数 , 210, p^ 十 2 也 为 素数 , 以 及 满足 条 
件 a(2a — 1)tn(a > 1),n 十 2 为 素数 , n 为 正 整数 . 这 就 完成 了 定理 3.5 的 证 明 . 


Z*(n)=m >22, 


3.5 ”关于 Smarandache 双 阶乘 函数 


对 任意 的 正 整 数 n, 闭 名 的 伪 Smarandache 函 数 Z(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 
fin| 2052. BZ (mn) = min [m me N, n| P5522 | 这 个 函数 是 由 罗马 尼 亚 著名 数论 
专家 Binainndadlie 在 文献 门 中 引进 的 . 关于 函数 Z(n) 的 算数 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 ， 
获得 了 不 少 有 趣 的 结果 [233697-99, 例如 : 

(1) 对 于 任意 正 整 数 n,2(n) < n 不 恒 成 立 . 

(2) 对 任意 素数 p > 3, Z(p) =p 一 1. 

(3) 对 任意 素数 p > 3 及 k € N, ZU k) = pë — 1p = 2 时 , 则 有 2(2*) = 2*1 — 1. 

(4)Z(n) 是 不 可 加 的 , BZ (m. n) AE Z (m) +2 (0); Z n) EAE RTI, BLZ (m- 

n) 不 恒 等 于 Z(m) - Z(n). 
从 以 上 儿 个 简单 的 性 质 可 以 看 出 , 2(n) 的 值 分 布 很 不 规律 , 关于 它 的 性 质 还 有 待 于 
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进一步 研究 . 

此 外 Smarandache 还 定义 另外 一 个 数论 函数 Sdf(n) 为 Sdf(n) = min(m : m € 
N,n|m!!}. 该 函数 称 为 Smarandache 双 阶乘 函数 , 关于 它 的 初等 性 质 , 也 有 不 少 学 者 
进行 了 研究 并 得 到 了 一 些 重要 的 结果 [%631,100， 例 如 , Sqdf(n) 有 一 个 很 重要 的 性 质 ， 
BIS df (mn) 保持 奇偶 性 不 变 , 也 就 是 说 若 n 为 一 个 奇数 , 则 Saf (mn) 也 为 奇数 , 而 若 n 为 一 个 
BAN Sdf (mn) 也 为 偶数 . 很 容易 发 现 , Sdf (mn) 也 是 一 个 很 不 规律 的 函数 , 尤其 是 在 "为 偶 
数 的 时 候 Sqf (mn) 表现 出 很 不 稳定 的 性 质 . 

对 Z(n) 和 Sqf(n), 这 两 个 均 表 现 出 不 稳定 性 质 的 函数 , 能 否 在 它们 之 间 找 出 一 些 联 
FANE? 本 节 的 主要 目的 就 是 研究 了 下 面 两 个 函数 方程 的 可 解 性 , 即 求 方程 








Z(n) = Sdf(n), Z(n) +1 = Sdf(n) 
的 所 有 正 整 数 解 .本 节 通 过 初等 方法 介绍 这 个 问题 的 解答 , 即 证 明了 下 面 的 两 个 定理 . 
定理 3.6 对 任意 正 整数 ” > 1, 函数 方程 

Z(n) = Sdf(n) (3-12) 


仅 有 奇数 解 , 且 其 所 有 解 仅 有 2 种 形式 : 
(Dn — 45; 





Dn = pp cep ^p. 
其 中 > 1, pi < po «oe € py < p 均 为 奇 素数 , 对 1 < i « ,Qi 2 1, 同 时 p 十 1 = 
0(modp;*). 


定理 3.7 对 任意 正 整 数 n > 1, 函数 方程 





Z(n) +1= Sdf(n) (3-13) 
仅 有 奇数 解 , 且 其 所 有 解 仅 有 3 种 形式 : 
(Dn = 9; 
Qn = p; 


On = pips? - - - py p, 
其 中 kk > 1, pi < p <… < pk < p 均 为 奇 素数 , 对 1 < i < ,Qi 之 0 且 至 少 存在 一 
个 ai > 1, 同时 p — 1 = 0(modp$"). 

下 面 证 明 这 两 个 定理 . 首先 定理 3.6. 事实 上 , “n = 1 时 , 方程 2(n) = Sqf(n) 成 立 
很 容易 验证 , Yin = 2,3,4,5,6,7 时 , Z(n) = Sqf(n) 不 成 立 . 于 是 不 妨 设 n > 8. 

首先 证 明 方程 (3-12) 不 可 能 有 偶数 解 . Bern = 20 ptt p? s py Dn STEHEN. 

(1) 著 k = 0, 即 n = 2°, 此 时 由 Sqdf(n) 的 性 质 可 知 54f(2°) 为 偶数 , 而 Z(2%) = 2e 一 
1 为 一 个 奇数 , 从 而 Sqdf (2%) A Z(2°). 故 此 时 nn 不 满足 方程 . 
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(25;k > 1, 则 n = 2% pM py --- pet. ASdf(n) 保持 奇偶 性 不 变 可 知 , FFZ(n) = 
Sdf (n) = a, 则 a 必 为 一 偶数 , 不 妨 设 2Z(n) = Sdf(n) = 2m, 于 是 由 2Z(n) 定 义 有 


2^ pt ps --- pz" |m(2m + 1). (3-14) 
由 (3-14) 式 可 知 , 4782? Im, Hoe vp?^ 48 pm 或 p?|(2m + 1). H2*|mn] HE 
2^ ml. (3-15) 


WS, = {pF : pi | m), S2 = {p7 : pj’ (2m + 1}. 

注意 到 一 个 事实 , BS, A O, 这 是 因为 若 52 = OW Ap Apm, X2*|m, 于 
FE 2% po pS? . .. per 2m TAN, Z(n) < 2m — 1,852 A OF EB: 

GÆS = OBI Vp?*, p?*|(2m +1). Zimax(p?) < m, 结 合 (3-15) 式 知 , Sdf(n) < m; 
dimax(p?^) > mm, 结合 (3-15) 式 知 , Sdf (n) = 2s, Ip; E€ 92, 使 得 pi "o |s. 当然 m zs. JJ. 
而 Sdf (n) # 2m; 

(站) 车 51 A Ø, Bp € S, p; € So. Zimax(p?) < max{p7}, 类 似 (i) 的 分 析 方 
法 可 知 , 无 论 max{p?”} < m, 还 是 max{p””} > m, 都 有 Sdf(n) #4 2m. Zimax(p?) > 
max(p;^ HT, 可 推出 Sdf(n) < m. 

SR (i), (ii) ATA, 此 时 Sqd(n) A Z(n). 这 就 证 明了 方程 (3-12) 不 可 能 有 偶数 解 . 

若 n 为 奇数 , 设 n = pr pg! --- pe p® 为 n 的 标准 分 解 因 式 . 以 下 分 3 种 情况 讨论 : 

(1) 若 hk = 0, 即 n = pe EZ) = pa 一 1 为 偶 , 而 Sdf(n) 为 奇 , 所 以 Z(pa) Æ 
Sdf (p^). 

(28k > 1 且 a = 1, 则 n = pr? p? -- - pep. 

DE max{p} < p, Wl gi Sdf (n) TE n] Atl 





Sdf (n) = Sdf (pr p»' --- pp) = max{ Sdf (pt), --- , Sdf(p,"), Sdf(p)) = p. 


45 MILZ(n) = Sdf(n) = p, 则 由 2Z(n) 定 义 知 





PY py psp mp 2 
Fe DAR Ep?! |(p +1), Bp + 1 = 0(modp;?*). 
另 一 方面 , 证 明 只 要 满足 p -- 1 = 0(modp?*), RAZ (n) = p. 对 Vh < p, 
OA < p — 1, rip t OE, pp ppp t “SY, Mz (n) F h; 
(i)#h = p—1,JU hp |(p-1)& (p— 1, p-- 1) = 241, pops? -- ppt AY, BRZ(n) A 
p — 1. XIÉ, Zip + 1 = 0(modp™), WAZ(n) = Sdf (n), 这 即 是 方程 (3-12) 的 一 组 解 . 
QXEmax (p?) > p, 则 此 时 Sqdf(n) = p, 或 Sdf(n) = max {Saf (p?*)) = Sdf(p;"). 
0) 车 Sqf(n) = pW Hmax{p;} > p4, max{pe} t PEH, SZ(n) # p JAMZ (n) 7 


44 


第 三 章 与 Smarandache 函 数 及 伪 Smarandache 函 数 相 关 的 一 些 其 它 函 数 


Sdf (n). 

(ii) f Sdf (n) = max {Sdf (p")} = Sdf(p;^), FASdf(n) BY TEE A, Alp; |Sdf(p;"), 
于 是 pjlSaqf (n). 

首先 注意 到 一 个 事实 , 即 对 任意 奇 素数 p 及 a > 2, Rp = 3? 外 , IIA Sdf (p^) < p^, 
AlA#ip < 2a — 1, WWSdf(p%) = (2a — 1)p < p2( 除 pa = 32 外 ); Zip < 2a — 1, 则 很 容易 
Hip?|p*!!Ag, Sdf(p*) < p^. 而 当 Sdf(n) = max (5df(pj*)) = Sdf(3?) = 9 时 , 很 容易 验 
证 n = 3? x 5 = 45 为 一 解 , 其 余 情 况 均 不 成 立 . 

对 于 Sdf(n) = max {SPW} = Sd) < py, AMILZn) = sur) 
mm. < p? Apt pS -pep +， 又 由 以 上 分 析 知 ，pjlm, 从 而 pz?zlm, 这 与 m < 
p FIA. BZ(n) z Sdf(n). 

(3) 若 k > 1Ha > 2, Wn = pps --- pz^p?. 

Da Sdf(n) = max {Sdf(p;")} = Sdf(p*), Hk 2 1 知 p* z 3?,T #Sdf(n) = 
Sdf(p*) =m < p? JEN Ap|m&m < pa 可 推出 pa t T 因此 2Z(n) A m, Z (n) A 
Sdf (n). 

Q Sdf(n) = max (5df (p;")} = Sdf(pj), Ha > 250, 在 这 种 情况 下 ay > 
2Hp;? z 33, 于 是 Sdf(n) = Sdf(p;’) = m < py. 同样 , Hp,’ f mont 知 ， Z(n) Æ 
m, Z (n) A Sdf (n). 

于 是 便 完 成 了 定理 3.6 的 证 明 . 

下 面 证 明定 理 3.7. 与 定理 3.6 的 证 明 方 法 相似 , 这 单 只 给 出 大 概 过 程 . 由 2Z(p) = p- 
1 及 Sdf(p) = pAn = p 满 足 方程 (3-13). 对 n = p* 的 情形 , Z(t) +1 = pF—14- 1 p, 
但 是 除 n = 327 39 ILS df (p^) < 区 ,当然 不 可 能 满足 方程 (3-13). 而 = 3? = 9 恰好 就 
是 方程 (3-13) 的 一 个 特殊 解 . 对 n = pi^ p^ …pe*p 的 情形 , 也 容易 证 明 , 要 使 Z(n) 十 1 = 
Sqf(n) 当 且 仪 当 满 足 p — 1 = 0(modp?*). 其 余 情 况 均 与 定理 3.6 的 证 明 方 法 类 似 ,这 里 将 
AN FBR. 





3.6 ”一 类 广义 伪 Smarandache 函 数 
著名 的 伪 Smarandache 的 函数 Z(n) 定 义 为 : 


Z(n) 2 min(m : m € N*,n 


min) 1. (3-16) 





文献 [105] 推 广 了 伪 Smarandache 函 数 , 对 任意 的 正 整 数 n, 推 广 伪 Smarandache 函 
数 Z3(n) 定 义 为 


m(m + 1)(m + 2) 


Z3(n) = min(m : m € N*,n 7 }. (3-17) 
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本 节 将 介绍 关于 Za(m) 的 初等 性 质 的 研究 , 分 别 对 n = 2"p,n = 2'p^,n = X x 
3*Lke NTD> 3 为 素数 , 给 出 了 2Zs(m) 的 函数 值 形式 . 这 对 函数 方程 正 整 数 解 , 均值 及 
渐 近 公式 等 问题 的 研究 也 是 有 意义 的 29,36107 


引 理 3.10 对 任意 正 整 数 k, 素数 p, Za (kp) = m, Wm lp — 2, lp —1,lp,l € N+ 三 种 
情形 . 


证 明 : 因 为 Z3(n) > 1, 当 p = 2,3 时 , 引 理 显然 成 立 . 当 p > 3 是 素数 , 由 plm(m 十 1)(m 十 
2)/6, 则 p 必 整除 m,m 十 1, m 十 2 其 中 之 一 , 因此 mw 必 有 1p — 2, lp —1,lp,l e NT 三 种 情形 . 
证 毕 . 

下 面 将 给 出 关于 2Z3(n) 的 几 个 简单 性 质 及 证 明 . 

(1) 当 n = lp, le Nt, p > 3 为 素数 , 设 Z3(2ip) = m, 考 虑 m = gp—2,m = gp 一 1,m = 
gp 三 种 情况 及 g 的 取 值 有 : 

(a) 若 g = 1,m = p 一 2, 此 时 仅 有 m + 1 =p 一 1 为 偶数 , 由 2'p|(p — 2)(p 一 1)p/6, 则 
有 2I+llp — 1, 用 同 余 式 表述 即 为 , 当 p 一 1 = 0(mod21+1) 时 ,Zs(21p) = p 一 2; 车 m = 
p — 1, H2!p|(p — 1)p(p + 1)/6, UA 2! |p 一 1 或 者 2ijp 十 1, 即 当 p 土 1 = 0(mod25,fHp—- 1 z 
O(mod(2'*")) IT, Z3(2'p) = p — 1,472'p|p(p 十 1)(p 十 2)/6, 则 有 p 十 1 三 0(mod (l + 1)), J£ 
Ip + 1 = 0(mod25, WAI Za(2!p) = p — 1. 

(b) 同 理 , dig = 2, m = 2p — 28], H2'p|(2p— 2) (2p —1)2p/6, M2"! |p — 1,8] 324p — 1 = 
0(mod2),H.p — 1 z 0(mod2!)IN, Z3(2!p) = 2p — 2;m 4 2p — 1, 这 是 因为 若 m = 2p 一 
1, W2"p| (2p—1)2p(2p+1) /6,3X X 4s RT BERE im. = 2p, E82! p|2p(2p-- 1) (2p4-2)/6,JJ2^ p+ 
1,Hlp + 1 = 0(mod 2-1), Hp + 1 Æ 0(mod2’). 

(c) 若 g = 25, k > 1, k e N,E2!p|(2*p — 2)(2*p — 1)2*p/6, 则 21|2*, 由 Zs(n) 的 最 小 性 ， 
取 2* = 2) 此 时 , Za(2/p) = 2'p — 2. 

(d)#ig > 3 为 奇数 , m = gp 一 2, 由 2'p|(gp — 2)(gp 一 1)gp/6, A2'*"|gp — 1; 车 m = 
gp 一 1, 由 2'p|(gp 一 1)gp(gp + 1)/6,902/7! |gp 一 18& 442! |gp + 1; m = gp, H2!p|gp(gp + 
1)(gp + 2)/6, JilJ2*! op + 1,2 E2 |gp +1, 此 时 应 有 m = gp — 1.1], #9 > 3 为 奇数 ， 
m = 2gp 一 2, I 2/7! |gp 一 1; 若 m = 2gp, g > 3 为 奇数 , 此 时 有 2 一 ! gp 十 1. 至 此 m 已 没 
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有 其 它 可 能 的 情形 . 综 上 , 有 


p—2, p—1z0(mod2"; 
p—1, p+1=0(mod2'); 
2p—2, p — 1 = 0(mod2/-!); 
2p, p+ 1 = 0(mod2!-3); 
23(2'p) = l gp—2, gp-1& 0(mod2 t^ 
gp— 1, go 1 = O(mod2)); 
2sp — 2, sp — 1 = 0(mod2!-1); 
2sp, | sp-- 1 0(mod2.-!); 
2'p — 2, HE, 
其 中 3<g< 2 一 1,3<s<2 一 1 为 奇数 
(2) 同 理 , 当 n = 2p, Le N*,k € N*, p > 3 为 素数 时 , 有 


pt—2, p*—120(mod2HF; 
pF—1, p*¥+1=0(mod2"); 
2p* — 2, pë — 1 = 0(mod2!/-; 
on", p* + 1 = 0(mod2!/-; 

Za(2lp*) = 4 gp — 2, gh -1= 0(mod2^); 
gp* — 1, gp" +1 = 0(mod2'); 
2sp" — 2, sp* — 1 = 0(mod 27t); 
2sp*, | sp* + 1 = 0(mod2"!); 
2lpk — 2. 其 它 


oN 


其 中 3 < g < 2 一 1,3<<s< 2 1 一 1 为 奇数 . 
当 n = X x 3*,1,k € N+ 时 , 考虑 到 上 式 及 文献 [105] 中 性 质 2 (OCRIA(105] P [4] 





3.9 3*+1 — 1 = 0(mod2H 1) 
3e 1, 3k+1 士 1 三 0(mod20); 
2 x gk+1 E 2, 3k+1 一 1 = (mod2/- 3); 








2 x 38+1， 3*1 £1 = 0(mod2/- 1; 
Za(2 x3*) = 4g. 38 —2, g.3*H — 1 = 0(mod2!*4); 

g:3*1—1, g.3**1 +1 = 0(mod25; 

25.3** —2, s. 8**1 — 1 = 0(mod2/- 3; 

2s . 3+1, s-3*t14 1 = 0(mod2/.- 5; 
2 x 381 一 2, 其 它 ， 


PEE 
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其 中 3 ¢g<2'-13<8s< 2-14. 


3.7 ”一 个 包含 Smarandache 函 数 及 第 二 类 伪 Smarandache 函 数 的 方程 


对 任意 正 整数 n, 著名 的 Smarandache 函 数 域 5(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 得 njml. 
即 S(n) = min(m : m € N,njml}. 而 第 二 类 伪 Smarandache 函 数 Zo(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 
BET ERE ,或 者 





bi 


Z2(n) = min [A :ke N,n 





k?(k -- 1)? 
a 
其 中 N 表 示 所 有 正 整数 的 集合 . 这 两 个 函数 以 及 有 关 Smarandache 函 数 的 定义 可 参阅 文 
献 [7]. 从 S(n) 及 Zo(n) 的 定义 容易 推出 它们 的 前 几 项 值 为 : 

$(1) 51,5(2) &« 2,5(3) 5 3,5(4) 54, (5) « 5,9(6) =3,5(7) = 7,8(8) e 4e. 
Zo(1) = 1, Za(2) = 3, Z2(3) = 2, Zo(4) = 3, Zo(5) = 4, Zo(6) = 3, Zo(T) = 6, Zo(8) — 7, . 
关于 S(n) 的 初等 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 意义 的 结果 [2836,97-100]. 例 
如 文献 [28] 研 究 了 方程 


k 
S(m; t ma t +m) = > S(mi) 
i=1 


的 可 解 性 利用 解析 数论 中 著名 的 三 素数 定理 证 明了 对 任意 正 整 数 k > 3 该 方程 有 无 穷 
多 组 正 整 数 解 (m1, ma, s my). 

文献 [36] 研 究 了 S(n) 的 值 分 布 问题 , 证 明了 渐 近 公式 
Sstn) - Pin)? = ZD 0 ( ) | 


In? x 





nzc 
其 中 P(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 ,C(s) 表 示 Riemann zeta- 函 数 . 
文献 [97 一 98] 研 究 了 S(2?-1(2? 一 1)) 的 下 界 估 计 问 题 , 证 明了 对 任意 素数 p > 7, 有 
估计 式 





S(2P-1(22 = 1)) > 6p + 1 及 S(2? 十 1) 之 6p 十 1. 


最 近 , 文献 199] 获得 了 更 一 般 的 结论 : 即 证 明了 对 任意 素数 p > 17 和 任意 不 同 的 正 整 
Bia 及 b, 有 估计 式 


S(a? + P) > 8p+1. 





此 外 , 文献 [100] 讨 论 了 Smarandache 函 数 的 另 一 种 下 界 估计 问题 , Smarandache 
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数 对 费 尔 马 数 的 下 界 估计 问题 , 证 明了 对 任意 正 整数 n > 3 有 估计 式 : 
S(Fa) = S2” Tos aT. 


Rpm = 2?" + 1 为 著名 的 费 尔 马 数 . 

关于 S(n) 的 其 它 研究 内 容 非常 之 多 , 这 里 不 再 一 一 列举 . 而 对 于 函数 Zo(n) 的 性 质 ， 
至 今 了 解 的 很 少 , 甚至 不 知道 这 个 函数 的 均值 是 否 具有 渐 近 性 质 . 

本 节 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 函数 方程 Z2(n) 十 1 = 3(m) 的 可 解 性 , 并 获得 
了 这 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 , 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 


定理 3.8 对 任意 正 整 数 n, 函 数 方 程 Zo(n) +1= S(n) 有 且 仅 有 下 列 三 种 形式 的 解 : 
(Ajn 3412.3 25.3 2.3 25.99 9.99 35 03 03 25:9 a a 
(B)n = p.m,; 其 中 p > 5 为 素数 , m 为 整除 5 由 的 任意 正 整数 ; 
(C)n = p?- m, Pip > 5 为 素数 日 2p 一 1 为 合 数 mJ (2p 一 1)* 的 任意 大 于 1 的 因数 . 


显然 该 定理 彻底 解决 了 方程 Z2(n) +1 = 5S(n) 的 可 解 性 问题 . 亦 即 证 明了 这 个 方程 
有 无 穷 多 个 正 整数 解 并 给 出 了 它 的 每 个 解 的 具体 形式 . 

下 面 利用 初等 方法 以 及 Smarandache 函 数 的 性 质 给 出 定理 的 直接 证 明 . 有 关 自 然 数 
的 整除 性 质 以 及 素数 的 有 关内 容 可 参阅 文献 [4 — 6]. 事实 上 容易 验证 : 当 

















1 eS 2.9 2 2.2. 2 ^ 99.95 Oe 





时 , 方程 Za(n) + 1 = S(n) 显 然 成 立 . 现在 分 下 面 几 种 情况 详细 讨论 : 

当 S(n) = S(p) = p > 5 时 , Ben = mp, 则 S(m) < pH(m,p) = 1. 此 时 若 n 满 足 方 
#82Zo(n)+1 = S(n), 那 么 Zs(n) = p—1, BT EA h Zo (n) WE SUE RE 9279 Bl p| 2 gr 
Em | £307. BR km € -的 任意 正 因数 RZ, Yn = mpm eÈ, 有 S(n) = 
p, Za(n) = p — 1, 所 以 n = mp 是 方程 Z2(n) +1 = S(n) 的 解 . 于 是 证 明了 定理 中 的 第 二 
种 情况 (B). 

当 S(n) = S(p?) = 2p,p > 5 时 , Bn = mp2, 则 S(n) < 2p 且 (m,p) = 1. 此 时 车 n 满 足 
方程 22(n) +1 = S(n), 那 么 Zo(n) = 2p 一 1, 所 以 由 Zo(n) 的 定义 有 n 整除 (2p 一 1)2p?, 所 以 











mp?|(2p 一 1)p”, 或 者 m|(2p — 1)?. 





显然 m £1, 否则 n = p^ S(p) = 2p, Zo(p?) = p 一 1 所 以 此 时 n = 2 不 满足 方 
FEZ2(n) +1 = S(n). 于 是 m 必 须 是 (2p 一 1)* 的 一 个 大 于 1 的 因数 . 此 外 , 因为 2p — 1 为 合 
数 , 故 当 n = mp’, Zo(n) 4 p- 1, Zo(n) # p, 所 以 Zz(n) = 2p — 1, MS(n) = 2p, 所 
Bn = my? 满足 方程 Zo(n) + 1 = S(n). 于 是 证 明了 定理 中 的 情形 (C). 

现在 证 明 当 S(n) = S(p*) Hp > 5 以 及 a > 3 时 , n 不 满足 方程 Zp(n) +1 = S(n). 这 
时 设 n = mp%,S(m) < S(p?),(m,p) = 1. 于 是 有 S(n) = hp, XX Hh < a. 若 n 满 足 方 
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Be Zo(n) +1 = S(n),JllZo(n) = hp — 1. 于 是 由 2Z2(n) 的 定义 有 
(hp — 1)*m*p* 
4 

从 而 由 整除 的 性 质 可 知 ps? 人 2 < o?.BrEÀp|h. Ma 2 h 25. 4p > 5Ha > 5 时 ， 
p^—2|h? < o2 是 不 可 能 的 , 因为 此 时 有 不 等 式 pa- 2 > a. 

现在 考虑 S(m) = 3, 此 时 n = 3 或 者 6. 经 验证 %n = 3 是 方程 22(n) + 1 = S(n) 的 一 
个 解 ; 当 S(n) = 5(32) = 6 时 , n = 9,18,36,45, 经 验证 它们 都 不 满足 方程 2Z2(n) + 1 = 

S(n); 当 S(n) = S(3?) = 9 时 ， 


nem 


mcg 2.3 95.0 5439 7-3*9^.3* 10-39 1443" 16.35 2023". 
peg 2-33, 22.33 ug ge. ge 
满足 方程 2Z2(n) +1 = S(n); 同 样 可 以 推出 当 S(n) = S(3*) = 9 时 , 只 
nego 0 0o 05:97 


ili Ji FEZ2(n) +1 = S(n). 

最 后 考虑 S(n) = S(2°). 5 An = 1,2 不 满足 方程 22(n) 十 1 = S(n). 4S(n) = S(4) = 
4, 那么 n = 4, 12. 经 验证 n = 4, 12398 45 73 $8 Zo (n) + 1 = S(n); 当 S(n) = S( 
时 ”= 8, 24. 经 验证 这 样 的 n 均 不 满足 方程 Zz(n) + 1 = S(n);4S(n) = F 
时 ”= 16,3 -16,5 -16,15 - 16. 经 检验 它们 均 不 满足 方程 Zo(n) +1 = S( 
S(25) = 8 时 ， 


n = 25,3 25,5. 25,7- 25,15- 25,21- 25,35. 25,105- 25, 
此 时 容易 验证 它们 均 不 满足 方程 22(n) + 1 = S(n);24 
Sin) = 5(2°) = 2h,a > max{6, h} 


时 , Wn = m- 2%, M S(m) < $(2%) A (m, 2) = 1. 此 时 车 nn 满足 方程 Zs(n) + 1 = S(n), 则 
由 函数 Zs(n) 的 定义 , 知 


n=m- 2% 


(2h = — — (2h u De 


FH CHEM 2°|h? < (a — 1)? < a?, 这 个 不 等 式 及 整除 性 是 不 可 能 的 , 因为 应 用 数学 归纳 法 


容易 证 明 当 a > 6 时 ,2° > (a—1)? > n?. 
综合 以 上 各 种 情况 , 立刻 完成 定理 3.8 的 证 明 . 
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3.8 ”关于 Smarandache LEMA 5E Smarandache Z4 85325 [& 


对 任意 正 整 数 n, 著 名 的 Smarandache 函 数 S(n) 定 义 为 最 小 的 正 整 数 m 使 得 nlml. 即 
就 是 S(n) = min(m : m € N,n|m!], 而 Smarandache LCM 函 数 SL(n) 定 义 为 最 小 正 整 
数 k, 使 得 n|[1, 2, --- , K],[],2,- ,有 表示 1,2,… KIND ARR. 关于 这 两 个 函数 的 
性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 并 取得 了 不 少 重要 的 结果 B142937-39， 例 如, 文献 [39] 研 
究 SL(n) 的 值 分 布 问题 , 证 明了 渐 近 公式 

Dewr e(z) (E) 
其 中 PP(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 . 
文献 [39] 还 讨论 了 方程 SL(n) = 5S(n) 的 可 解 性 , 并 完全 解决 了 该 问题 . 即 证 明了 : 任 
何 满足 该 方程 的 正 整 数 可 表示 为 n = 12 或 者 n = pT pS? ---p?*p, 其 中 pi pa, , pr DAE 
不 同 的 素数 且 al, 02, … ,ar, 是 满足 p > po (i = 1,2,… ,7) 的 正 整 数 . 
本 节 主 要 介绍 利用 初等 及 组 合 方法 研究 混合 均值 


的 渐 近 性 质 . 这 一 问题 是 有 意义 的 , 因为 式 (3-18) 的 渐 近 性 反映 了 这 两 个 函数 值 分 布 的 
规律 性 , 如 果 渐 近 公 式 

















S(n) 
2. SL(n) ^ 


成 立 , 那么 就 可 以 断定 函数 5(n) 和 SL(n) 的 值 几 乎 处 处 相等 ! 本 节 针 对 这 一 问题 进行 了 研 
究 , 并 证 明了 它 的 正确 性 . 具体 地 说 即 证 明了 下 面 两 个 结论 ， 


定理 3.9 对 任意 实数 zx > 1 有 渐 近 公式 
S(n) . gin Ine 
Lageto lng 
定理 3.10 对 任意 实数 z > 1 有 渐 近 公子 
P(n) . zlnlnnz 
3s 7**9( lng ) 


其 中 PP(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 . 




















显然 定理 中 的 误差 项 是 非常 弱 的 , 即 误差 项 与 主 项 仅 差 一 个 3z 因子 , 是 否 存 在 一 
个 较 强 的 渐 近 公式 也 是 一 个 有 趣 的 问题 . 
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下 面 证 明 这 两 个 定理 . 只 证 明定 理 3.9, 类 似 地 , 也 可 以 推出 定理 3.10. 事实 上 经 过 简 
单 变 形 立 刻 得 到 





S(n) S(n) 
sh sw CM 





现在 利用 函数 S(n) 及 SL(n) 的 性 质 以 及 初等 与 组 合 方法 来 估计 式 (3-19) 中 的 误差 项 . 
由 SL(n) 的 性 质 知 当 n 的 标准 分 解 式 为 p?*p2?… pz IET 


SL(n) = max{p?, p3, +. ,pe*}. 
若 SL(n) 为 素数 p, 那 么 S(n) 也 为 素数 p. 因 此 , 在 这 种 情况 下 有 SL(n) — S(n) = 0. 所 以 在 
式 (3-19) 的 误差 项 中 , 所 有 非 零 项 必 出 现在 那些 使 $5L(n) 不 等 于 素数 的 整数 n 中 , B 
Sin) = miex po, po^ ,pr*} SP eS 2. 


设 eee z] 中 所 有 满足 上 式 条 件 n 的 集合 , 对 任意 n € A, Wn = ppp = 
“nı, ATm)- = 1. 现在 分 两 种 情况 讨论 : 设 4 = B 十 0, 其 中 n € B 如 果 SL(n) = 
p“ > qiie. n € Cl SL(n) = p? m 于 是 有 


ISL(n ISL(n ISL(n) — S(n)| 
2. SE) E +2 8E) — E 
< vy m ae (3-20) 


2 
n< Sen ma) nec 


n^gz 


现在 分 别 估计 式 (3-20) 中 的 各 项 . 首先 估计 Ri. 注意 到 pe <lr Aa < 4lnlnz 于 是 
由 素数 定理 有 


A«Y Y» E X 


nia B pe«£ < 2920n ln z)? p<? 








nfz >2 2 
a. Doe Dy 2o 2s 1 
nSt; p«,/Z Sine aie «nere pe,/sessms 
lng 
< Y init E Vs 
na LUI Iz -z sng sn eg —— In ag)? 
Inte 一 
Znlnz 
3-21 
lng ( ) 
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AAA 的 个 数 不 会 超过 整数 pz?1p32 po AN Se, 其 
Ha; < 2InInz, p; < PE 一 1 2, .于 是 注意 到 素数 分 布 公式 


1 1 
>_Inp=y+0 , —h{|1- — ) ~ —, 
lny ln p In p 




















pxy 
有 
-» i< p 2. f 
nec DX 0<a<2InInz 
= Ti pnm 
paies -Ez 
-1 
« I] (1-5) exp | 2Inlnx > Inp 
DX EI DX e 
3 1 
« exp ines »- ss) 
"ut 
as 
一 一 -22 
<i, (3-22) 
其 中 exp(y) = e". 
结合 式 (3-20),(3-21) 及 式 (3-22)， ii 
|SL(n) - S(n)| |, zininz 
2, — Sb) — an > lng | iesus) 
nic 
利用 式 了 (3-19) 及 式 (3-23) 立 刻 推出 渐 近 公式 
S(n) . rlnlnnz 
< SL(n) =2+0( lng ) 


于 是 完成 了 定理 3.9 的 证 明 . 

注意 到 当 SL(n) = p 为 素数 时 ,S(n) = P(n) = p; 当 SL(n) 不 为 素数 时 , P(n) < 
S(n) < SL(n), 于 是 由 证 明定 理 3.9 的 方法 立刻 推出 定理 3.10. 
3.9 ”关于 Smarandache LEMA M EJE er 241 


对 于 任意 的 正 整 数 n, Smarandache LCMESZ] EXX 


SL(n) = min{k : k|1,2,--- ,kl,k € N}. 
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关于 它 的 性 质 及 函数 方程 有 许多 学 者 进行 过 研究 , 得 到 了 一 些 结果 . 例如 Murthy 在 
文献 [1 和 4 中 证 明了 当 n 为 素数 时 ,SL(n) = S(n). 同时 还 讨论 了 
SL(n) = Stn), S(n) An 
的 可 解 性 ， 这 里 S(n) = min(m : njml,m € N} 为 Smaranache 函 数 ， 之 后 Le Mao- 
hua 在 文献 19] 解决 了 Murthy 在 文献 [14 提 出 的 问题 , 得 出 当 且 仅 当 "” = 12 或 者 n = 


PIP pp (p > p?,i 二 1,2,… ,7) 时 方程 有 解 . 
Lv Zhongtian PUN eT SEn ) 的 渐 近 性 质 , 得 到 了 一 个 较 好 的 均值 计算 公 





式 





k 2 2 
CX x 
2 beth In’ x eoe): 
这 里 z > 1 为 实数 , [为 正 整 数 ,c 为 可 计算 的 常数 . 

而 对 于 任意 的 正 整 数 n, 著 名 的 Smarandache LCM 函 数 的 对 偶 函 数 定义 为 


SL*(n) = max{k : [1,2,--- ,kllk,k e N}. 


由 SL*(n) 的 定义 可 以 容易 推出 ,SL*(1) = 1, SL*(2) = 2, SL*(3) = 1, SL*(4) 2 2, SL*(5) = 
1, SL*(6) = 3, SL*(7) = 1, SL*(8) = 2, SL*(9) = 1, SL*(10) = 2, 等 等 . BR, 当 n 为 奇 
数 时 , SL*(n) = 1, 当 n 为 偶数 时 , SL*(n) > 2. 关于 这 个 函数 的 其 他 性 质 , 许多 学 者 也 进 
行 过 研究 , 取得 了 一 系列 研究 成 果 , 见 文 献 [4, 19 — 21). 
例如 在 文献 [21] 中 , Tian Chengliang 研 究 了 函数 方程 

2» SD de 

d|n 
和 


> SL*(d) = 
d|n 


的 可 解 性 , 并 得 出 前 者 只 有 唯一 的 正 整 数 解 ” = 1, 而 后 者 的 正 整数 解 为 = 1,3, 14. 此 
外 在 文献 23 中 , 他 还 研究 了 SL*(n) 的 级 数 和 及 均值 , 得 到 了 一 个 有 趣 的 结果 : 


> LT 一 一 


n=1 





和 


> SL* (n) = c- x + o(ln° x), 


n[gr 


其 中 5C(s) 为 Riemann zeta- 函 数 . 
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王 好 在 文献 [59] 研 究 了 方程 > ain, SL" (d) = ayn S" (d), 并 得 出 其 解 为 

(1)n 为 奇数 ; 

(2) 当 34n 时 ， Wn = 2%p ps? Ds s Di 之 5, a 2 if Qi > 0, k 之 1; i = 1,25 E E 
(3) Z43|n f, Rn = 29-3352? -.-p?*, po > 5, a 21,0; 20, k 22, i= 1,2,--- ,k. 
p 


A- [Ese E x € v}. 
d|n d|n 


EM 


则 王 好 还 得 到 了 关于 其 解 的 集合 的 一 个 恒等式 


fs) =6(8) (1-5). 
FHC (s) A Riemann zeta- 函 数 . 





本 节 的 主要 目的 是 利用 初等 数论 和 分 析 的 方法 研究 函数 方程 


I[sz(2 +1= 2° (3-24) 
d 


的 可 解 性 , 并 得 到 了 其 所 有 的 正 整数 解 , 即 就 是 下 面 定理 . 
定理 3.11 对 任意 的 正 整数 ", 函数 方程 (3-24) 有 人 解 当 且 仪 当 n = pa, a > 1, p > 3 为 素 
证 明 : 由 SL*(n) 的 定义 , 易 知 n = 1, 2 显然 不 是 方程 (3-24) 的 解 . 下 面 分 两 种 情 祝 进行 讨 
ie: 

(1)#in = p > 3 为 素数 , 则 w(n) = w(p) = 1, J| SZ*(d) 4-1 = SL*(1)-SL*(p) +1 = 2, 

d|n 

所 以 , 显然 " = 2 为 素数 是 方程 (3-24) 的 解 . 

(DENIE Z, 那么 作 如 下 分 析 : 

1) 当 n = 2*, a > 1 时 , 易 知 w(n) = w(22) = 1, 而 








I[Sz*(2)-1253rz*()-5sz'(2)...S1*(2* +1 = 27 +1, 
d 





则 2 + 1— 2,8]2^ = 1, 可 得 a = 0, 这 与 a > 1 矛盾 . 所 以 n = 29, > 1 不 是 (3-24) 的 解 . 
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a B 
由 SL*(n) 的 定义 和 性 质 易 得 J] SL*(d)+1= J] l| SL*(27p^) 4-1 2 29*8 4-1 4, 


d|2^ p? m=0 n=0 
ln = 2"p a > 1, 6 > 1, p > 3 时 , 方程 (3-24) 无 解 . 
3) 当 n = 2p po? e. M ee 1, œ; 2 1,i= 1,2,- k, k 21, p 23 HEHH 


a Ql Ak 
I] SL*(d)+1=]] I] T lI BI QUUD. cse dg 


d|2*p; ea p22: epu, n=0 m1=0 mx=0 


29 du ue 





所 以 n EN 2 M pes -— pun, 方程 (3-24) 也 无 解 . 
4) n = pM, a > Lp > 3 为 素数 ， 立 刻 有 w(n) = wp) = 1 而 由 定义 
IT] SL*(d) +1 = JI SL*(p™) +1 = 141 = 2 所 以 (3-24) 式 成 立 ， 故 mn = pe 
d|p% m= 
方程 (3-24) 的 解 . 
5)3n = pp pr" WN, ai > 1, 3 < pi < fos < pk, i= 1,2, k, k > 2, 由 于 


w(n) = w(pt'pg? ---p,*) =k, 


I] d)+1= II IE - TT sz OP pp) ugue 11-3, 


dipi p3 S2. epp” mi=0 m2=0 my -—0 


此 时 必 有 2 = 2*, 即 = 1 这 和 大 > 2 矛盾 .所 以 = pips? .DA 时 ,方程 (3-24) 也 无 解 . 
综合 以 上 讨论 (1) 和 (2) 可 知 , 方程 (3-24) 有 人 解 当 且 仪 当 n = p^, a 2 1, p > 3 为 素数 ， 
这 样 就 完成 了 定理 3.11 的 证 明 . 
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第 四 章 ”Smarandache 序 列 研究 


4.1 Smarandache LCM 比率 序列 I 


设 (z1, 22, ..., vc) Pli, vo, ..., 24] 分 别 表示 z1, zx2,…, zi 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 . 
Wr 是 一 个 大 于 1 的 正 整 数 . 对 任意 正 整数 n, 则 


[n, n 4- 1, ..., n - r — 1] 


Tm [L 2; r] 


iM ESLR(r) = (T(r,n) 9 1 称 为 阶 为 r 的 Smarandache LCM 比 率 序 列 . Maohua Le P? 
研究 了 它 的 性 质 , 给 出 了 关于 SLR(2), SLR(3) 和 SLR(4) 的 递 推 公式 , 很 明显 ， 


T2 n) = s(n +1). 





1 l l n ESH. 
T(3,n) = gn(n + 1)(n + 2), dn 是 奇数 ; 
十 n(n 十 1)(n + 2), #in 是 偶数 











An(n + 1)(n + 2)(n +3), din = 0(mod3). 
本 节 给 出 当 r = 5 时 的 递 推 公 式 , 即 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 4.1 对 于 任意 正 整 数 n, 有 





T(4,n) = pn + 1)(n 4- 2)(n +3), Zin Z 0(mod3); 


T(5,n) = 
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man(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), n # 0(mod2) En ¥ 0(mod3) En ¥ 0(mod4) 
Hn + 1 z 0(mod3); 

s(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), n = 0(mod2) Hn ¥ 0(mod3).H.n ¥ 0(mod4) 
sgn + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), n = 0(mod2), n z 0(mod3)zkn z 0(mod2), 
0(mod4), n + 1 Z 0(mod3); 
O(mod4),n + 1 Z 0(mod3); 
ais Æ 0(mod4), 

n = 0(mod2), n = 0(mod3), 


E 





n Æ 0(mod4); 
xaign(m + 1)(n + 2)(n + 3) (n + 4), n # 0(mod3), n = 0(mod4), n + 1 = 0(mod3) 
或 n = 0(mod3), n = 0(mod4). 


下 面 利用 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 的 性 质 来 证 明定 理 4.1. 虽然 [n,n 十 1,n 十 2,n 十 
3,n + 4] = [n(n +1), (rw 十 2)(r 十 3),n 十 名 ,但 是 Im(nw 十 1, (n+ 2)(n - 3), n + 4](n(n + 
1), (n+2)(n+3),n+4) Z n(n4- 1)(n- 2)(n--3)(n-- 4). 所 以 对 于 任意 两 个 整数 的 最 大 公 
约 数 与 最 小 公 倍 数 的 性 质 推 广 到 任意 三 个 及 三 个 以 上 整数 时 并 不 成 立 . KET (r, n) 
递 推 公式 , 关键 是 要 求 出 [n,n 十 1,n 十 2,n 十 3,n 十 名 ,在 此 将 n 分 别 分 类 进行 说 明 . 由 于 
同 余 关系 是 等 价 关 系 , 所 以 用 它 可 以 把 整数 集 划 分 为 若干 个 等 价 类 . 

(1) 若 n = 0(mod2), n zz 0(mod3), n # 0(mod4), 








[n, n +1, n 2, n -3, n +4] 
偶 f 偶 


38 39 40 4 42 
相 邻 三 偶数 [n,n 十 2,n 十 各 = Z[n(n+2)(n+4)], 相 邻 奇数 I 十 1, n+3] = (n+1)(n+3), 
zin + 1 三 0(mod3) 时 , 则 n + 4 = 0(mod3),; 所 以 


35 [n(n + 1)(n  2)(n + 3)(n + 4)], Zin + 1 = 0(mod3)lf, 
[n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), Zim + 1 z 0(mod3) FF. 





[n,n 1,n2,n 9, 4 i 
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(2) 若 = 0(mod3),n = 0(mod2), 


[n,n +1, n +2, n +3, n +4] 
f 偶 
3 4 5 6 7 


33 34 35 36 37 


两 相 邻 偶数 mn + 1,0 + 3) = iin + 1n + 3)], RA An = 0(mod3);n +3 = 
0(mod3), BT UA[n, n + 3] = $[n(n 二 3) 所 以 此 时 


[n,nt1,n+2,n+3,n4+ 4] = cÍn(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)]. 
(3)zin = 0(mod4),n z 0(mod3), 


[n,n -1, n 4-2, n -3, n 4-4] 
偶 f 偶 


三 相 邻 偶数 , 又 因为 mn = 0(mod4),n +4 = 0(mod4), BrEA[n, n 4- 2,n +4] = &[n(n + 
2)(n + 4)], Æn + 1 = 0(mod3),Jll|m + 4 = 0(mod3), ATLA 


In n+1,n+2,n+3,n+4]= pe EH PSU qo DUERME 





an(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), Zim + 1 = 0(mod3) FY. 


(4) 若 n = 0(mod2),n = 0(mod3),n z 0(mod4), 
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[n, n +1, n +2, n -3, n 4-4] 
偶 偶 偶 
6 7 8 9 10 
18 19 20 21 22 
30 31 32 33 34 
42 43 44 45 46 
54 55 56 57 58 





SHA Mn, n + 2, n + 4] = 1[n(n  2)(n + 4)], An = n 十 3 三 0(mod3), 所 以 


[n,n t1,n+2,n+3,n+ 4] = 二 [n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)]. 





(5)zin = 0(mod3),n = 0(mod4), 


[n,n -1, n 4-2, n -3, n 4-4] 
偶 f 偶 
12 13 14 15 16 
24 25 26 27 28 
36 37 38 39 40 
48 49 50 51 52 
60 61 62 03 64 
三 相 邻 偶数 mm + 2,n + 4] = £[n(n + 2)(n + A), n = n+ 4 = 0(mod4),n = 
n +3 = 0(mod3), 所 以 [n,n 十 3] = [n(n + 3). PT EA 
[n,n t+1,n+2,n+3,n+ 4] = Zinn + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)]. 
(6)Æn 4 0(mod2),n zZ 0(mod3),n z 0(mod4) 
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[n, n -1, n 4-2, n -3, n 4-4] 
偶 f 


两 相 邻 偶数 In 十 1,n 十 3] = iint 1) (n 3)], Zin - 1 = 0(mod3),[n, n - 1,n - 2n 
3,n4-4] = 1[n(n4-1)(n4-2)(n-3) (n--4)]; fn.-1 = 0( mod 3), [n, n+1,n+2,n+3,n+4] = 
z[n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)]. 

把 以 上 六 类 进行 整理 , 相同 条 件 的 递 推 公式 归 为 一 类 , 便 得 到 了 定理 4.1. 








4.2 Smarandache LCM 比率 序列 II 


.E— W28H1 T Smarandache LOCM 比 率 序列 分 别 在 阶 等 于 2,3,4,5 时 的 递 推 公式 , 这 一 
节 将 研究 Smarandache LCM 比 率 序列 的 一 般 通 项 公式 , 给 出 Smarandache LCM E XJF 
列 分 别 关 于 阶 "、 关 于 n 的 一 般 通 项 公式 , 即 得 到 了 下 面 的 几 个 结果 . 
定理 4.2 对 任意 自然 数 nr， 我 们 有 如 下 递 推 公式 ; 


n+r (11,2, ...,r], r + 1) 
r+1([n,n+1,...,.n+r—1],n+7r) 


推论 4.1 如 果 "+ 1 和 n +r 都 是 素数 ， 则 我 们 有 一 个 相对 简单 的 公式 : 





T(r+1,n) = T(r,n), 


T(r+1,n)= -一 


定理 4.3 对 任意 自然 数 n,r， 我 们 有 男 一 个 递 推 公式 : 


n+r (n, [n 4- 1, ...,n  r]) T(r,n) 
n ([n,n+1,..,n+r—l],n+r) 


推论 4.2 如 果 n 和 mn +r 都 是 素数 且 r < mn， 则 我 们 也 有 一 个 更 简单 的 公式 : 


n+r 





T(r,n). 


T(r,n+1)= 








T(r,n+1)= Tn): 
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如 果 n Mn +r 都 是 素数 且 ” > n， 则 我 们 有 
T(r,n+1) =(n4+r)-T(r,n). 


定理 4.4 对 任意 自然 数 n,r， 我 们 有 递 推 公式 : 
on+r n+r+1 ([1, 2,..., r], r +1) 
TU Tuned n r+1 (In - 1, ...,n - rl n r 4 1) 
| (n, [n+ 1, ...,n  r]) EN 
([n,m - 1, ...,n - r - 1n 4 r) 


为 了 证 明 这 几 个 定理 , 需要 以 下 几 个 引 理 
引 理 4.1 对 任意 正 整数 c 和 六 A (a, b)la, b] = ab. 
引 理 4.2 SERIE Ms, ths <t, A 
(21,22, ..., 24) = (21, 25), (3511. LE) ) 


和 


| aay ta) = Ds aes Rs o Des doy | |e 


引 理 4.1 和 4.2 的 证 明 请 参阅 文献 [6]. 
下 面 来 证 明定 理 4,2. 首先 根据 根据 T(r,m) 的 定义 , 引 理 4.1 和 4.2, 有 


[nn - 1, ..,n E r]| 2 [nn - 1, ...,n - r - 1,n+7] 
[n, n -- 1, ..,n +r — 1](n 9 r) 
([n,n -- 1, n -r— ln r)' 


(r+ 1)[1,2,--- , r] 


[1,2,-«- ,T +1] = [[1, 2,-…- T], T 4 1] mei ee 


于 是 ， 我 们 得 到 关于 T(r + 1,n) 的 递 推 公式 
fied, ener 
Trete fl,2,..,r +1 
[n, n - 1, ...,n - r - 1;n 4 r] 
IL 2, r] r +1] 
(n+r)[n,n+1,....n+r—1] 


20 ((nn+l,....n+r—1],n+r) 








(r--1)[1....,r] 

([1,2,....7],r+1) 
ET A yaar 1] ([1,2,..., r], r +1) 
r+ (1,2,...,7] [re antr- Intr] 
gsm (11,2, ...,r], r + 1) 


Tr m) 





"rc l([nn-c1,.,n-r—1]|,n-r) 
这 样 就 完成 了 定理 4.2 的 证 明 . 
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推论 4.1 的 证 明 . 当 > 十 1 和 n 十 7 都 是 素数 时 , 显然 有 
([1,2,.… r], r +1)=1, 
(Inn+1,---,n+r—l1],n+r)=1, 


则 由 定理 4.2, 我 们 有 








十 152.55 1 
ierra e ee a 
r+1([n,n+1,...,.n+r—1],n+7r) 
= T(r,n). 
r1 
这 就 证 明了 推论 4.1. 


定理 4.3 的 证 明 : 同样 根据 T(r,n) 的 定义 和 引 理 4.1 与 引 理 4.2 来 证 明定 理 4.3. 首先 由 
引 理 4.1 和 引 理 4.2, 有 
n[n - 1,n 二 2,.…,n 十 7] 


1 D). sia — L————————————S 
repose Lune segnem (n, [n -- 1,n - 2,--- n e r])' 


[In+1,n+2,---,n+7] 

[n, [n+ 1n - 2,--- nr] (m [n+ n - 2,---,n+7r]) 
n 

[nn - 1,n 2,--- n E r]- (n, [n - L,n +2,- ,n 9 r]) 


? 


TL 


于 是 得 出 关于 T(7,n 十 1) 的 弟 推 公款 


n-r1l,..,n-cr 
Fae ae oe a wd iL.2...r] | 
n,nt1,.., n+ r](n, [n+ 1.. n+ Tp 1 


n 152, r] 
(n, [n t- 1, .., n r]) [mn 1, n r — 1n 4 mr) 

















SE 2 ..., r] (In, n - 1, ...,n +r- 1n 4 r) 
_ n+r (n, [n 4- 1,.. n+ r]) [n, n 4- 1, ..., n Fr — 1] 
— A ([nn-c1,..,n-4r—1],n-r) [1, e 
_n+r (n, [n 4- 1, ...,n  r]) T(r, n). 
n ([n,n+1,..,n+r—1],n+r) 








这 就 完成 了 定理 4.3 的 证 明 . 
推论 4.2 的 证 明 . 当 n 是 素数 昌 7 < n BI, nm 十 1,n 十 2,… nr] 必 不 含有 素 因 子 m， 
则 有 
(n,n+1,n+2,---,n+r])= 1; 
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同时 , Zin 十 7 也 是 素数 , 则 必然 有 


([n,m - 1,---,n o r— 1n r) 5 1. 











因此 可 以 得 到 
_ Lu (n, [n 4- 1, ...,n  r]) _ AE 
r= Omm eee ae P 
当 n 是 素数 晶 r > n 时 , [n+1,n+2,---,n+r] DERAFn, 因此 
(n,[n - 1,n - 2,--- ,n- r]) =n, 
但 同时 由 于 n +r 是 素数 , 因此 有 
MR: (n, [n 4- 1,...,n  r]) 
Pme n ([nn-cl..,n-4r-—l|n m 
=(n+r)T(r,n). 
这 就 证 明了 推论 4.2. 


定理 4.4 的 证 明 : 应 用 定理 4.2 和 定理 4.3 很 容易 得 到 定理 4.4 的 结果 , 即 


T(r -- 1,n 4 1) 
1 1 2s 1 
LIU = eet) T(r,n+1) 
7 十 1 ((n4+1,..,.n+7],n+r4+1) 
(n 4- r -- 1)(n 4 r) ([1,2,.. 7],7 +1) (n, [n 4- 1, ...,n 4 r]) 


这 就 完成 了 定理 4.4 的 证 明 . 





4.3 Smarandache 行列 式 


4.3.1. Smarandache 循 环行 列 式 
对 于 任何 正 整数 mm x 7 行列 式 


(4-1) 


n—lm---:n—3m-—2 








n 1---n—2m-1 


称 为 n 阶 Smarrandache 循 环行 列 式 , WA SCN D(n). 
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设 a,d 是 复数 ,n x 7 行列 式 
a a+d ---at+(n—2)da+(n—1)d 





a+d a+2d  ---a+(n-—1)d a 

(4-2) 

a+ (n —2)da 4 (n—1)d---a+(n—4)da+(n—3)d 

a+ (n — 1)d a --- a+ (n—3)da+ (n — 2)d 

称 为 关于 数 对 (a, d) 的 " 阶 Smarrandache 循 环 算术 级 数 行列 式 且 表示 为 SC4D(n; a, d). 
在 文献 [34 中 , Murthy 给 出 了 下 面 两 个 引 理 . 


引 理 4.3 对 于 任何 正 整数 m， 








ain 1) 





SCND(n) = (-1)?n 5 (4-3) 
引 理 4.4 对 于 任意 正 整数 n 与 任意 复数 对 a, d, 有 
a, “in = 1 时 ， 
SCAD(n;a,d) = 4-4 
POM D era > 1 时 . en 


而 在 文献 [35] 中 , Le Maohua 证 明了 关于 SCND(n) 与 SCAD(n; a, 四 的 猜测 ， 即 Le 
Maohua 利 用 已 知 值 的 行列 式 


Qj d2*** Qa—1 an 
Gn Q1*** An—2 Qn—1 
= I] (a1 + aoz +--+ anr”) (4-5) 


gn—l 
Q3 CQ4 *: ay ag 








zags An a1 


证 明了 引 理 4.3 与 4.4 实 际 上 可 以 直接 计算 即 可 . 
如 要 计算 式 (4-1), 只 要 从 最 底 的 第 n 行 开始 , 上 一 行 的 -1 倍加 到 下 一 行 , 而 第 一 行 
不 动 , 使 


1 2 ml n 

1 1 1 l-n 
SCND(n) =|: : 

1 1 1 1 

ll1—n:... 1 1 
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然后 第 2 列 到 第 n 列 全 部 加 到 第 一 列 , 再 把 第 一 列 展开 后 得 到 结论 , 即 




















n(n—1)2 2 ---n-1 n 
0 I «ss X: lm 
SCND(n)= | E 
0 1 1 1 
0 Le l 1 
1 --1lem« 
|on(n 1)! : 4 
2 i coh 
l-n---1 1 - 
E45 pu 


同样 , 式 (4-2) 也 可 用 这 种 方法 计算 . 

把 SCND(n) 一 般 化 , Way, az, , an 是 n 个 复数 ,n x n 行列 式 
Qj  02:** Qn-l An 
ag age An a1 
(4-6) 


Qn—1 Qn *** Un—3 Qn—2 








an a1 ° Qn—2 Qm 一 1 


称 为 关于 参数 a1, oz, -- , an 的 n 阶 Smarandache 循 环行 列 式 且 表示 为 SCD(ai,a2,… ,an). 对 
PTni Smarandache TASC D(a, a2, -- ,an), 应 用 式 (4-5), 可 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 4.5 对 于 n 个 任意 复数 a1， CQ2) , an, 


SCD(ai, a5, ,an) = (—1)" [ [ (ax tage +--+ +an2"7"), (4-7) 


ei 


其 中 


 ]3-L 车 n 是 偶数 ， 
(n — 1)/2, 若 n 是 奇数 
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SCD(aiaa ,an) 的 另 一 种 特殊 情况 是 : Yea, g 两 个 复数 , n x ?行列 式 











a aq dig gg 
aq aq? ag’ La 
| (4-8) 
ag ag? aus dg gg? 
gg a : aq"—? aq"? 
称 为 关于 (a, 9) 的 n 阶 Smarandache 循 环 几 何 级 数 行列 式 且 表示 为 SCGD(n; a, q). 
WF, n 阶 Smarandache 循 环 几 何 级 数 行列 式 SCGD(n; a, q), 有 如 下 的 定理 : 
SCGD(n; a, q) = (-1)'a" (1 — q^)". (4-9) 


定理 4.6 的 证 明 :从 式 (4-6)、(4-8) 有 
SCGD(n;a,q) = SCD(a, aq, dg ees aq" 1), 
再 由 式 (4-7), 可 以 得 到 


SC D(a, aq, ag", -- ag") =(—1)" [ [ (a+ age + a^i? +--+ ag? ta") 


r= 


=(-1)"a" I] (1 + gr + qz? T gag grt 


qu] 


如 果 z" = 1, 则 (1 + qx +g? +--+ + qa") (1 一 qx) 2 1— q^ AF 


l[a-«0-« [II (:-«) =a (4-2) —1-4^, 


21 gz"-1l q” 
可 得 到 式 (4-9). 所 以 定理 4.6 成 立 . 实际 上 , 引 理 4.3、 引 理 4.4、 定 理 4.6 都 是 定理 4.5 的 特 
殊 情况 . 
4.3.2 Smarandache 双 对 称 行 列 式 
在 文献 [35] 中 , 对 于 任意 正 整 数 n, n x n 行 列 式 





il 2 "ml mJ 
2 3 n n—l 
: : (4-10) 
n—l n 3 2 
n 7 一 1 2 1 





称 为 n 阶 Smarandache 双 对 称 行列 式 且 表示 为 SBND(n). 


67 


Smarandache 函数 及 其 相关 问题 研究 





设 a,b 两 复数 ,n x n 行 列 式 
a a+d ---at+(n—2)da+(n—1)d 
a+b at+2d  ---a+(n—1)da+(n—2)d 
(4-11) 
a+(n—2)da+(n—1)d--- a+2d a+d 
ad (n—1)da-c-(n—2)d--. a+d a 











称 为 关于 (a, q) 的 n 阶 Smarandache 双 对 称 算术 级 数 行列 式 且 表 示 为 $5BAD(n; a, d). 
关于 n 阶 Smarandach 双 对 称 行列 式 SBND(n) 与 3marandach 双 对 称 算术 级 数 行列 
XSSBAD(n; a, d) , Le Maohua 证 明了 下 而 的 引 理 4.6, 引 理 4.7. 


引 理 4.5 对 于 任意 正 整 数 n， 


nin 1) 








SBN D(n) — (—1) 2^-l(m 4 1). (4-12) 
引 理 4.6 对 于 任意 正 整数 "与 任意 复数 对 a, d, 
SBAD(n;a,d) = (-1) ^ 27-29"-! (2a + (n — 1)d). (4-13) 
Ya, d 是 复数 , n x 7 行列 式 
a aq > ag”? ag?" 
aq aq? 2. ug age? 
(4-14) 
ag” ag t - aq? aq 
ag? ag * ogg a 











BAKF (a, 9) 的 n 阶 Smarandache 双 对 称 几 何 级 数 行列 式 且 表示 为 $BGD(n; a, q). 
关于 n 阶 Smarandache 双 对 称 儿 何 级 数 行列 式 $SBGD(n;a,9), 有 下 面 的 定理 . 


定理 4.7 对 于 任意 正 整 数 n 与 复数 对 a, d, 


0, NIA, EE 2 x 
peered) nd. ped (4-15) 
(-1) 3 gnin- 2)(n— Dg? — 1)” 1 , 当 n z 2 时 . 
定理 4.7 的 证 明 :要 计算 式 (4-14), 只 需 计算 
1 q ar72 n—1 
q q? gh n—2 
: (4-16) 
g^3q93.. qq 
q" 1 gu q 








68 


第 四 章 Smarandache 序 列 研究 


由 式 (4-14), 当 ”= 1 或 n = 2 时 , 可 得 式 (4-15) 成 立 ， 因 此 可 假定 %n > 2. 把 式 (4-16) 的 
第 2 列 提出 公 因子 9, 第 2 列 的 -1 倍加 到 第 1 列 , 然后 按 第 1 列 展开 , 得 














1 q "TE q^? quos 1 q EA q^? gu 
q q? n | gre q q? "D g^ jg? 
oj Po put 0)wW-4 m o 
g g . q? q ge qe y ge q? 
ge? qr " q 1 g^? gr? . q? q 
-q(-1) 7t (gt - a" ee 
is ig 
To E 
qq 








ROAD (n—2)(n— n— 
=(-1) * qg0»0-D(gi— 17977. 


由 此 , 可 得 到 式 (415). 定理 4.7 得 证 . 
1E) SBN D(n) 8] —A 7E. dai, Q2) : , On, FEN 个 复数 ， nx 7 行列 式 








ai Q2 *'' An-1 An, 

a2 U3  **'* An An-1 
(4-17) 

ün—1 Qn ` a3 a2 

Uu Jed ids a2 Q1 


WOO T 231,5, --- ,a 的 n 阶 Smarandache 双 对 称 行列 式 日 表示 为 SBD(ai, a», - - - , a4). 
对 于 SBD(al, [0 /> 9*4 an) 的 计算 ， 还 是 一 个 未 解决 的 问题 . 


4.4 Smarandache 完全 数 
设 N+ 是 全 体 正 整数 的 集合 . 对 于 正 整 数 n, x 
S(n) = min(k|k € N*,n|k!). (4-18) 


如 此 的 5S(n) 称 为 关于 n 的 Smarandache 函 数 . 设 n 是 正 整 数 , 如 果 n 的 不 同 约 数 之 和 等 
T2n, 则 称 n 是 完全 数 . 长 期 以 来 , 完全 数 一 直 是 数论 中 的 一 个 引信 关 注 的 问题 帅 . 最 
Yt, Ashbacher[ 邹 将 完全 数 的 概念 推广 到 了 Smarandache 函 数 范围 , 将 满足 


>》 5(d) =n+1+S(n) (4-19) 
d 


的 正 整数 7" 称 为 Smarandache 完 全 数 .对 此 , Ashbacher 证 明了 : 当 n < 1098, 仅 有 Smarandache 完 
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全 数 12. 本 节 将 进一步 介绍 Smarandache 完 全 数 , 即 证 明了 : 
定理 4.8 仅 有 Smarandache 完 全 数 12. 
引 理 4.7 如 果 
n = pp --- pr" (4-20) 

是 正 整数 "的 标准 分 解 式 , 则 

S(n) = max (S(pi'), S(p?),:-- , S(pi))- (4-21) 
证 明 : 参 见 文献 [43]. 
引 理 4.8 对 于 素数 p 和 正 整数 r, VA S(p) < pr. 
证 明 : 参 见 文献 [43]. 


引 理 4.9 对 于 正 整 数 n, 设 d(n) 是 n 的 除数 函数 .此 时 ,d(n) 是 积 性 函数 ; 当 (4-20) 是 n 的 标 
准 分 解 式 , 则 


d(n) = (rı + 1)(ra + 1)--- (rg + 1). (4-22) 
证 明 : 参 见 文 献 [44] 中 的 例 6.4.2. 
引 理 4.10 不 等 式 


TL 


dap <2 EN (4-23) 


WA fin = 1,2,3,4,6. 


下 面 证 明定 理 4.8. 设 n 是 适合 n + 12 的 Smarandache 完 全 数 . 根据 文献 [41] 中 的 结 
TR, 可 知 n > 10°. 设 (4-20) 是 n 的 标准 分 解 式 . 根据 引 理 4.7 可 知 


S(n) = S(p"), (4-24) 
其 中 
p—pj;r-rjlt&jsk. (4-25) 
JA (4-24) FY Ail 
n|S(p")!, (4-26) 
所 以 对 于 n 的 任何 约 数 d 都 有 
S(d) < S(p"). (4-27) 
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对 于 正 整 数 n, 设 
>F (4-28) 
d|n 
此 时 , M (4-19) All (4-28) BY Hind A 
g(n) =n +1+ S(n). (4-29) 


又 设 d(n) 是 n 的 除数 函数 .从 (4-27) 和 (4-29) 可 得 
d(n)S(p") » n. (4-30) 
FHF A (4-20) (4-24) RT Atlged(p", n/p") = 1, 所 以 
n — pm,m € N,gcd(p^, m) = 1. (4-31) 
MM S $84.9 n] Atl d(n) TATE RR C, 故 从 (4-31) 可 得 
d(n) = d(p")d(m) = (r + 1)d(m). (4-32) 


将 (4-31) 和 (4-32) 代 入 (4-30) 即 得 


(r+1)S(p") m 
y dm) id 
Wf (n) = qug. 此 时 (4-33) 可 写成 
es 一 IP) a), (4-34) 


于 是 , 根据 引 理 4.8 和 引 理 4.10, AA (4-34) HJ All: 仅 有 Smarandache 完 全 数 12. 定理 4.8 证 毕 . 


4.5 Smarandache 3n 数字 序列 


对 任意 正 整 数 n, 著名 的 Smarandache 3n 数 字 序 列 a, 定 义 为 
an = 13, 26,39, 412, 515, 618, 721, 824, .... 


该 数列 的 每 一 个 数 都 可 以 分 为 两 部 分 , 使 得 第 2 部 分 是 第 1 部 分 的 3 倍 ， 例 如 , a = 
1236, dao = 2060, a4, = 41123, a333 = 333999, .... 这 一 数列 是 著名 数论 专家 Smarandache 教 
授 在 文献 [中 和 文献 [46] 中 提出 的 , 同时 他 建议 人 们 研究 该 数列 的 性 质 ， 关 于 这 一 
问题 , 已 引起 不 少 学 者 的 注意 , 并 得 到 一 些 研究 成 果 引 -和 .在 文献 [49] 中 , UK CB A 
测 Smarandache 3n 数 字 序 列 中 可 能 没有 完全 平方 数 , 虽然 文献 [49] 中 没有 完全 解决 该 猜 
想 , 但 证 明了 以 下 结论 

(a) 当 n 为 无 平方 因子 数 时 , a 不 可 能 是 完全 平方 数 ; 
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(b) 当 ?为 完全 平方 数 时 , a 不 可 能 是 完全 平方 数 ; 
(c ) 如 果 a, 是 一 个 完全 平方 数 , 那么 有 n = 220.3202. 5223.1 1204.5, Hor (n4, 330) = 1. 
这 些 结论 为 猜想 的 正确 性 提供 了 重要 依据 , 揭示 了 研究 该 问题 的 一 些 思路 和 方法 ， 
从 男 一 方面 显示 出 Smarandache 3n 数 字 序 列 的 一 些 内 在 性 质 . 关于 这 一 数列 前 ”项 的 求 
和 问题 是 有 意义 的 , 也 就 是 说 是 否 存在 ai + a2 t... tan 的 一 个 确切 的 求 和 公式 或 者 渐 
近 公式 ? 经 过 简单 推导 和 计算 , 可 以 给 出 一 个 复杂 的 计算 公式 , 其 结果 与 N 的 确切 形式 
ARK, 但 是 形式 并 不 理想 , 而 且 从 中 不 能 得 到 主要 部 分 , 即 不 能 得 到 渐 近 公式 . 于 是 , 本 
节 考 虑 均值 





lnaı + Inag+... nay 
的 渐 近 性 问题 , 利用 初等 方法 及 整数 的 进位 性 质证 明了 下 面 的 结论 
定理 4.9 对 任意 充分 大 的 正 整数 NW, 有 渐 近 公式 


Ina, = 2N -In N + O(N). 


n<N 
下 面 证 明 该 定理 . ane 吉 构 ， 设 n 为 位 数 ， 即 nw = bib, bob EF < 
by <9, 0 <b; x9(i— 1,2,...,k 一 1). 于 是 由 乘法 的 进位 法 则 可 知 , 当 
€ «nx 85.3 


HF, 3n 为 位 数 ; 25 


333...34 < n < 333...33 
k k+1 


I, 3n2gk 十 1 位 数 . 由 om 的 定义 立刻 得 到 
an = n- (105 +3), 


或 
an = n- (10**1 + 3). 


对 任意 充分 大 的 正 整 数 N, 显然 存在 正 整 数 M, 使 得 : 


333...33 < n < 333...33. (4-35) 
—— ——— 
M M-F1 
于 是 由 前 面 的 分 析 , 有 恒等式 
$(10M—1) N 
II «IIo Thom I œ 1 «= 
l<n<N n=1 n—-i(10M-1—1)41 n—i(10M—1)41 
N04 3)? (1004-3)99«..«(10M 4:399" ^. Go gh") (4:36) 
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M " 
> In(10* + 3)9107 


x 3 1 
k—1 
三 > 3-10 (imo +0 (x) 


M 9 
=X k- 10%*.3Im10+ 15M +00) 
k=1 


1 1 9 
zcM:10*.I10--—(104 —1)«1In10 + M + O1 

3 n10 — 57 peg OM) 

1 l 
= M: 10” . In 10 + O(N). (4-37) 


i Lais los 
In(101 4. gyN-$(10-1) — (x =- )) In(10M* + 3) 


ere 
E (w- 2 (10 一 )) (M + 1)In 10 4 O(1) 
1 
=N-M-Inl0-3-M-10"-In10 + O(N). (4-38) 


应 用 Euler 求 和 公式 或 定 积 分 的 性 质 , 容易 得 到 


In(N) 2 > Inn=N.InN-N+O(). (4-39) 
1<n<Nn 


注意 到 式 (4-35), 不 难得 出 估计 式 


10% < N < qv 


InN = MIn10 - O(1). (4-40) 


结合 恒等式 (4-36) 及 渐进 公式 (4-37)-(4-40), 立刻 得 到 渐 近 公式 


> In ay, 


n<N 
M 
= M Inn+ V In(10* + 3)" + In(104*1 + 3)N7800" 72 
l<n<N k=1 


=2N -n N +O(N). 
于 是 定理 4.9 得 证 . 显然 , 这 个 渐 近 公式 还 比较 粗糙 , 是 否 存在 更 精确 的 渐 近 公式 , 还 有 
待 于 进一步 研究 . 
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4.6 Smarandache kn 数字 序列 


对 于 Vk e N+, 著名 的 Smarandache kn 数字 序列 {a (k,n)} 定 义 为 这 样 的 数 集 , 该 集 
合 中 的 每 一 个 数 都 可 以 分 成 两 部 分 , 使 得 第 二 部 分 是 第 一 部 分 的 k 倍 . 例如 上 一 节 给 出 
了 Smarandache 3n 数 字 序 列 
(a (3,n)) = {13, 26, 39, 412, 515, 618, 721,824, ...}, 
即 就 是 该 数列 的 每 一 个 数 都 可 以 分 为 两 部 分 , 第 二 部 分 是 第 一 部 分 的 3 倍 . 
上 一 节 中 给 出 了 关于 
In a (3, n) 

的 均值 性 质 , 证 明了 渐 近 公式 

`> Ina (3,n) = 2N -n N --O(N). 

n<N 
关于 这 一 数列 的 其 他 性 质 , 至 今 似乎 还 没有 人 研究 , 研究 这 个 数列 的 性 质 是 有 意义 的 ， 
至 少 可 以 反映 出 这 些 特殊 数列 的 特征 及 分 布 性 质 ， 本 节 所 涉及 的 初等 数论 知识 可 参见 
文献 [6]. 本 节 利 用 初等 及 组 合 方法 研究 了 


a (k, m) 


的 均值 性 质 , 并 给 出 了 几 个 有 趣 的 渐 近 公式 . 
定理 4.10 Wk € N*,2 « k « 5, 则 对 任意 充分 大 的 正 数 zx, 有 渐 近 公式 





TL 


9 
2 a(k,n)  k-10-1n10 


ll<n<z 


定理 4.11 Wk € N*,6 < k « 9, 则 当 实 数 z 充分 大 时 , 仍 有 渐 近 公式 


Inz 4- O (x). 


TL 


9 
-—— — RN 
snm ee 


l<n<a 
特别 地 , 当 = 3 及 6 时 , 由 定理 4.10 还 可 以 推出 下 面 推论 
推论 4.3 对 任意 充分 大 的 正 数 z, 有 渐 近 公式 


TL 


3 
PIDE umo +O). 
推论 4.4 对 任意 充分 大 的 正 数 z, 有 渐 近 公式 
3 
aou piper 0. 


ll<n<z 
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显然 这 几 个 渐 近 公式 不 是 十 分 精确 , 是 否 存 在 更 精确 的 渐 近 公式 仍然 是 一 个 公开 的 问 


题 , 将 是 继续 研究 的 目标 . 


下 面 证 明 这 两 个 定理 .只 证 明定 理 4.10 Pk = 2 及 3 的 情况 , 类 似 地 可 以 推出 定 
理 4.10 Pk = 4,5 及 定理 4.11. 首先 证 明定 理 4.10 中 k = 2. 考虑 到 a (2,n) 的 结构 , 设 n 的 


十 进 制 表示 为 k 位 数 , 即 就 是 
n = byby 4 ** b2b1, 


其 中 


于 是 由 乘法 的 进位 法 则 可 知 , 当 10*-1 <n « 5-10571 — 1 WY, 2n Wk 位 数 ; 当 5.10*-1 < 


n < 10 一 1 时 , 2n 为 上 十 1 位 数 . 由 a (2,n) 的 定义 立刻 得 到 
a (2,n) 2 n- (10 +2), 
或 者 
a(2,n) = n- (10**! + 2) . 


对 任意 充分 大 的 正 数 z, BRIM e N+ 使 得 





5-10% < zx <5.10M+l 














于 是 有 恒等式 
y» n 
ics a (2,n) 
EM 2 a 49 499 
p? a (2,n) D >, a (2,n) * 2 ss) A» a (2,n) 








TU TL 
X uL 
UR) 510^ na ^ (2 
4 49 499 4999 
1 1 1 1 
pu M TC M IT 
2410-62. £10 --2- 2 10542 x 105439 
1 1 
gem 2. M+1 十 >, M+2 
n-5.10M-1 w +2 5:10! <n<a 10 Ta 
5-1  50—5  500—50 5000—500 
ance T RADI ede 
10-2 107+2 10°+2 if +2 
5109 — 5-10"! g=— 5:10" 
19 2 10969 3.2 
9-10 9 - 10? 9- 10° 9.10% 


2.0742) 2.00992) oy 0) 
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Bo + 2-2) aa (108 + 2 — 2) , (10 €2- 2) M 
20 - (10? + 2) 20 - (103 十 2) 20 (10* + 2) 
9 (10471 + 2-2) 
20 (10% 4-2) 


9 E 

-+05 z) +0(1) 
9 

=M +0(1). 4-42 
5p +9 (1) (4-42) 


注意 到 式 (4-41) , 取 对 数 后 有 估计 式 


+0(1) 


Min104-In5xz«ln5-4 (M +1)1n10 


或 者 


1 


所 以 由 式 ( 4-42) 得 到 渐 近 公式 
TL 


9 
LONE NET 
amo zog 6e i 


l1<n<z 
于 是 证 明了 定理 4.10 中 k= 2 的 情况 . 
现在 证 明定 理 4.10 Pk = 3 的 情况 . 考虑 到 数列 a (3,n) 的 结构 , 设 n 的 十 进 制 表示 
为 k 位 数 , 即 就 是 





n = byby 4 ++ babi, 


其 中 


333 +34 Ê < 333- -33 
—— —— 


333 ~ -34 E qos = » +33 
+1 


IN, 3nZgk + Vr. 于 是 当 n 为 位 数 时 , 由 a (3,n) 的 定义 得 到 
a (3,n) =n (10* +3), 


a (3,n) =n- (ups + 3). 
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对 任意 充分 大 的 正 数 z, 显然 3 











i-(10M -1) 


2 


n—i-(10M-1—1)41 


i-(10M —1) 


2 


(100M-1—1)4-1 
3 33—3 33 


10 3^ 10743 


n= 





10+ 
EN eel 3.10 3 
10-43 102-3 10 
3.10%Y-1 
———— + O(1) 
10M +3 
_ 3-(10+ 3-3) 
—. 10- (10+ 3) 10 
3-(104*1 +3 — 








10 - (10M + 3) 


M 





于 是 有 估计 式 








103 十 3 
t. (10% — 1) — 1(10771 — 1) 
10M 十 3 





3- (107 4- 3 — 3) 


第 四 章 Smarandache 序 列 研究 


M e N ,使 得 


939- 99 Ê T < 333- 33， 


M M+1 








3 


i(0M—1)H«Nxz 
333 3333 


1 
age 


n=34 n=334 





a(3, n) 


1 





i-(104 -1)4-1&n&z 
3333 — 333 
104 —- 3 


3 — 33 


3-108 
104 +3 


. 10? 
3 十 3 





十 


3- (103+ 3 — 3) 
- (102 + 3) 10 - (103 + 3) 


2 +0(1) 


z—1.(10M 一 
+0 10M-*1 +3 


108437 


1 1 
10M 十 3 È 10M +3 


2) 


3.(104 二 3 一 3) 


10.(104+3) 


(4-43) 


(4-44) 
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所 以 由 式 (4-44) 得 到 渐 近 公式 
TL 


3 
POE M 
3D man P^ "9 09 


ll<n<z 
于 是 完成 了 定理 4.10 中 = 3 的 证 明 . 利用 同样 的 方法 也 可 以 推出 定理 4.10 中 = 4, 5 的 
结论 . 至 于 定理 4.11 的 证 明 , 和 定理 4.10 的 证 明 类 似 , 只 是 在 求 和 中 对 n 的 分 法 不 同 , 这 
里 就 不 一 一 举例 . 


4.7 Smarandache 平方 数列 


对 任意 非 负 整 数 n, 用 SP(n) 表 示 n 的 Smarandache 最 小 平方 数 , 即 就 是 大 于 或 等 于 n 
的 最 小 完全 平方 数 . 例如 该 数列 的 前 几 项 为 : 


0, 1, 4, 4, 4, 9, 9, 9, 9, 9, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 25,.…. . 








用 IP(n) 表 示 n 的 Smarandache 最 大 平方 数 , 即 就 是 不 超过 nn 的 最 大 完全 平方 数 .这 个 数列 
的 前 几 项 为 : 


0, 1, 1, 1, 4, 4, 4, 4, 4,9, 9, 9,9, 9, 9, 9, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 25,--- . 


4 
g, — (SPU) + SPQ) +--+ SP(n)) 
z UPQ) - IPQ) +--+ IPC), 


TL 


Kn = VSP(1) + SP(2) +--+ + SP(n); 


Ln = VIP + IPQ) P. 


在 文献 站 中 , 美 籍 罗 马 尼 亚 著名 数论 专家 Smarandache 教 授 提 出 了 这 两 个 数列 ， 
并 建议 人 们 研究 它 的 各 种 性 质 有 关 这 些 内 容 和 有 关 背 景 参阅 文献 [51，52, 57]. 在 文 
献 [56] 中 , 日 本 Kenichiro Kashihara 博 士 再 次 对 这 两 个 数列 产生 了 兴趣 , 同时 提出 了 研究 
BERS. Sn- Be 及 K — Ly ASME BE, 如 果 收敛 , 并 求 其 极限 .在 文献 [60] 中 ， 
柯 素 首次 研究 了 这 几 个 均值 的 渐 近 性 问题 , 并 利用 初等 及 解析 方法 证 明了 下 面 儿 个 结 


论 : 
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定理 4.12 对 任意 实数 z > 2, 有 渐 近 公子 


nic 2 
S IP(n) =È + 02%) 
e 
由 此 定理 立刻 推出 下 面 的 推论 : 
推论 4.5 对 任意 正 整 数 n, IDEAS 
= 1+ O(n 3); 
及 极限 式 
iy 
推论 4.6 对 任意 正 整 数 n, AMEDD 
I — 1-4 O(n 3j 
及 极限 式 
Buy ch 


lim (Kn — Ln) = 0. 


然而 , ES, 一 的 渐 近 性 问题 , 至 今 似乎 没有 人 研究 , 至 少 没 有 在 现 有 的 文 
献 中 看 到 .然而 , 作者 认为 这 一 问题 是 有 趣 的 , 其 原因 在 于 一 方面 它 的 解决 可 以 对 








文献 [56] 中 的 问题 作 以 完整 的 回答 , 画 上 完满 的 句号 ; 另 一 方面 还 可 以 刻画 出 两 种 数 
列 SP(n) 及 IP(n) 的 本 质 区 别 .本 书 基于 文献 [60] 中 的 思想 并 结合 同类 项 的 合并 以 及 误差 
项 的 精确 处 理 , 研究 了 S,, — 天 的 渐 近 性 问题 , 获得 了 一 个 较 强 的 渐 近 公式 , 具体 地 说 也 


就 是 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 4.13 对 于 任意 正 整 数 n > 2, 有 渐 近 公式 


4 


这 一 结果 弥补 了 文献 [60] 的 不 足 , 同时 将 文献 [56] 中 对 数列 5% 及 提 出 的 所 有 问题 


给 予 了 解决 . 当然 , 由 该 定理 还 可 以 推出 下 面 的 极限 : 


lim (Sn 一 In)* E 
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下 面 证 明 此 定理 . 利用 初等 方法 及 Euler 求 和 公式 分 别 对 5 及 了 进行 非常 精确 的 估 
VF, 最 终 利 用 两 个 精确 的 估计 给 出 定理 的 证 明 . 对 任意 正 整 数 n > 2, 显然 存在 唯一 的 正 
整数 MM 满足:M? <n <(M+1)?, BNM = n? + ud 


=-> SP(k) = D SP(k) + — b» SP(k) 


k<n n <M? M2<k<n 
1 1 
二 一 > P(k) 4- — > M +1) 
Pa S UD (M +1) 


hx M (h—1)? «k&h? M? ck&n 


= P» i= Ape Ln- M*)(M +1)? 


(2h — h?) + Ves — M?)(M +1) 


“wet + 17 M(M+1)2M +1) " lo, MPYM 4 1)? 
2n 6n n 
M(M +1)\(2M +1) M?’(M +1? 


=(M +1? 一 
UE 6n 2n 


(4-45) 
Bo HATE ZI 


I, = - YIP >> IP(k S IP(k) 


u^ 
k<n er M? Lkn 
1 
=- > p» IP(k) + — > M? 
hx M (h-1)2<k<h? M? kn 
1 
apes (h —1)*)(h - 1)? + Z(n - MM - M? 
n 


1 
Jr — 5h? + 4h — 1) + ues M?+1)M? 


2n 6n n n n 
M?(M? — 2M — M(M - 12M +1) | 2M? - M 
po ee a (4-46) 
2n 6n n 
于 是 由 (4-45) 和 (4-46) 得 


M(M-1(2M +1)  M*(M +1)? 


6n 2n 
M? M?(M? — 2M — 3) 5M(M Y 19M +1) , 2M° + M 
2n 6n n 
2M? -7M 
oe E (4-47) 


3n 
注意 到 
M =n? + O(1), 
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由 (4-47) 式 便 可 推出 
Sy — I,22M — a "OR SM OU 
E n 7 O(1). 
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Soe ”其 它 数 论 问 题 


5.1 含有 Fibonacci 数 与 Lucas 数 的 恒等式 


众所周知 , FibonacciFF7( Fn} 与 Lucas 序 列 {L,}(n = 0,12,…) 是 由 二 阶 线性 递归 
序列 
Fn = Fapa + Fh, 


Lnt2 = Lai + Ln 


来 定义 的 , 其 中 n > 0, Fo = 0, F = 1, Lo = 2 HL, = 1. 这 两 个 序列 在 数学 、 建 筑 
学 、 计 算 机 乃至 生物 学 等 各 个 领域 都 发 挥 着 极其 重要 的 作用 . BERT E, AIL, 的 各 
种 各 样 性 质 的 研究 吸引 了 国内 外 众多 学 者 的 目光 . R.L.Duncanl" 和 L.Kuiperslal 分 别 
在 1967 年 和 1969 年 证 明了 log Fn 是 模 1 一 致 分 布 的 . Neville Robbins! 在 1988 年 研究 了 
形 如 pz2 + 1, pr? +1 (其 中 p 是 素数 ) 的 Fibonacci 数 . 关于 Fibonacci 数 的 恒等式 这 方面 
内 容 , 也 有 不 少 很 漂亮 的 结果 . 例如 ， 


Tri 


S Fn = Fria -1, 
n=0 


m-—1 
> Poggi Fom, 
n=0 


3 nFn = MEm+2 7 Fm+3 ap 2, 
n=0 


m 
Yo heni e as 
n=0 


其 中 Cr = om 


2004 年 , sK SCIES S4 4558] T AAP, 和 二， 的 几 个 更 广泛 的 恒等式 


OU deut E a 
D Fm(ai+1)Em(az+1) iu Fm(ay i41) = (-1) Ok kl p. (Sim) 5 


a1-Fa2-F: Fay 1—n 








Ql 十 Qa2 十 … 十 Qk+1 二 nn 十 十 1 
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kl m h P 
= (armor S (Ey ED. ge aar 
MoV 2 7j Weta "ouch my 


其 中 k,m 是 任意 正 整数 , n, ai,az, ,ak+l 是 非 负 整 数 且 ; 是 -1 的 平方 根 , Urle) 是 第 
二 类 Chebyshev 多 项 式 . 


A POTE edm EX SIT ee 的 几 个 恒等式 





k—1 n—2m 
Fanale) Feugait) eee Pa gato -> tm ` Cnpk—-1-am T 
ai 二 az 十 -十 ak 一 mn 


AI EN = zFQa(r)-F)gX,RH 
YEN Fol) = 0,(x)-—1; C2 = ae e | 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 当 x = 1 时 ， 
下.(z) = Fa, 由 此 得 到 几 个 关于 Fibonacci 数 的 恒等式 ,以 下 几 个 公式 都 对 任意 的 正 整数 大 
和 nn 成 立 





[2] 








— m k—1 
> For Fas*** Far = Ca EE OA 
a1-Fa2----Fay—ndk m=0 
Foa, Poan Foa, = 35-5 F Ce pon 
2a1 2a2 2üg — VES 1—m Co Fk—1—2m ? 


Q1--a24---:---aj —n4-k 


— 92n+k C*-1 —m 
> Pu © Faa ao = 2 Se hie “Caimi 0^ 75 
aitaz+ :+ap=n+k 





[5] 
Biss Pig te i SO Poe Vo On one 4500 
4a1 4a2 4a, 一 n--k—1—m n4-k—1—2m ? 
a14-a24-----ay—n4-k m=0 








k k—1 = 
Tig oat eB I Oa a POL 
a1d-a24----ray-nd Kk 


本 节 主 要 通过 把 x" 表 示 成 Chebyshev 多 项 式 来 得 到 包含 Fibonacci 数 与 Lucas 数 的 四 
个 恒等式 . 也 就 是 , 要 证 明 下 面 的 两 个 定理 . 


定理 5.1 对 任意 非 儿 整数 % 和 正 整数 m, 有 恒等式 


Qn _ mn (2n)! T (-1ymG-H8 | 
Lm = (-1) inl)? 十 Fino GB gibts 





(1-9 


———————————L : 
L (nk) (n+ k+ 1) erm 
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定理 5.2 对 任意 非 负 整数 % 和 正 整数 m, 有 恒等式 


2n) (10) + 1) 
[^ - ( F i 
ae 2. (n— k)(n - k Am 


1 TL 


1 TL 


2(2n 4- 1) (—1)m0-5 (E + 1) 
To 2/0 EE KE) 

本 节 将 给 出 在 定理 证 明 中 需要 用 到 的 几 个 引 理 . 在 给 出 引 理 之 前 首先 需要 第 一 
Z&Chebyshev Ji XT, (x) M —2SChebyshevZ Hi NU, (x) (n = 0,1,---) 的 一 般 表 达 


式 





E es Fo(k-41)m- 


T.) = 5 [(a+ m1) + («- z-1)]. 


1 
-zm Í 
当然 它们 还 可 以 用 如 下 递归 公式 来 定义 ; 


Tuss(z) = 22Thnsi lt) = Talt) 





Un+2(£) = 2£Un41 (£) UE) 
其 中 n > 0, To(z) = 1, T(x) = 2, Up(x) = 1 HU, (x) = 27. 
下 面 给 出 如 下 几 个 引 理 . 
引 理 5.1 对 任何 正 整数 m Mn, 有 恒等式 


Tr (Tim(%)) = Tma(x), 


Un Tmn) = A— 


证 明 : 参阅 文献 [84]. 
引 理 5.2 设 i 是 -1 的 平方 根 , m 和 n 是 任意 正 整数 , 则 有 恒等式 


i) = E Ln, 则 根据 引 理 5.1, 又 容易 地 得 到 余下 


WE BB: BRAU,, (4) = 1” Fna Thn 2 


的 两 个 公式 . 这 就 证 明了 引 理 5.2. 
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引 理 5.3 对 任意 非 负 整数 n, WE 


1 
r” 三 5Qm070(Z) 十 > Oh e) (5-1) 
k=1 
且 
a” = 》 bnkUR(Z)， (5-2) 
k=0 
则 有 
an = TAT nz k,n + k ERA; (5-3) 
0, 其 他 . 
2(k--1)n! X. 
bua = 4 MMe +2 n 2 k,n + k EA (5-4) 
0, 其 他 . 
证 明 : 知道 , Chebyshev 多 项 式 有 很 多 性 质 ( 参 阅 文 献 [92]). 例如 
0, qu seq, 
t)Tn(@) 
a =a 2» m=n> 0, (5-5) 
m, mem 
T5(cos0) = cos nð; (5-6) 
i 0, mn, 
/ V 1— z?Us (x)Us (x) dz = 4 5, m=n>0, (5-7) 
一 1 
T, m =n = 0; 
sin(n + 1)0 
Un(cos 0) = ————— (5-8) 
sin 0 


cus 3) 式 . 对 任意 非 负 整数 m, 首先 给 (5- DARA HRAS M 再 两 边 
从 一 1 到 1 积分 , 最 后 应 用 (5-5) 式 得 到 











"Tm(x) 1 * Tin m (x) T(x) 
da =-=An r 十 > an. 一 dr 
pz V1 — x? gos up vi k e 一 一 
Z (m = 0,1,2,.--) 
= 9g8nm, m = Ei 


因此 ， 
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tex = cost, 根据 (5-6) 式 
ife cos" t cos mt dt 
= RS. cos"t (cos(m — 1)t cost — sin(m — 1)tsint) dt 
ah 


2 T 
cos"*1t cos(m — 1)t dt — F cos”t sin(m — 1)t sint dt 
7T Jo 




















2 1 E 
=Anttm-1+—: f sin(m — 1)t d(cos"* t) 
m WPL Jo 
2 1 Mi 
=Onttm—1 + —: mcos". gin(m — 1)t 
m n-cl 0 
2 一 1 [7 
二 ] eo cos(m — 1)t dt 
m n+l Jo 
m-—1i 
= ün41:-m—-1 — —— ` An4+1-m— 
+1-m—1 at +1-m—1 
o n-m+2 
= ned An+1-m—1 
| n-m+2 n—m-44 
— n+l n+2 ee 
_n-m+2 n—m-44 n — m + 2m 
n+1 n+2 n+m g 
(n+m)!! 
(n—m)!! 








下 面 计算 cn+wo, 显然 
2 n-4-m 
AQnt+m0 = — cos t dt. 
T Jo 


为 了 简化 , 设 = fo co” tdt. Sin 为 奇数 时 , AA f(x) = cosa 在 区 间 [0,7] 上 是 奇 函 
数 , 则 


D f cos” t dt = 0; (5-9) 
0 


TU Tv 
n= f cos" tat = f cos”! t dsint 
0 0 


ptg 5+o-D f sin? t - cos"? t dt 
0 


Sin 为 偶数 时 , 有 


=sint cos 





=(n 一 of (1 — cos? t) cos"? t dt 
0 


-n-»f co? tdt- (0-1 f cos" t dt 
0 0 
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— (n — 114-2 + (n — 144. (5-10) 


因此 得 到 关于 的 递 推 公式 





I = S (5-11) 


则 由 式 (5-11) 得 











D = To, (5-12) 
而 由 ;的 定义 知道 
b= | eonta= [ian (5-13) 
0 0 
因此 结合 式 (5-9), (5-12) 和 (5-13), 得 到 


n= [ cos” t dt 
0 


_ | Odie, 当 n 是 偶数 











0, Sin 是 奇数 . 
由 此 得 到 
2 T 
An+m-0 = — | cos" *" t dt 
T Jo 
Jm. nem 是 偶数 ， 
0, 当 n +m 是 奇数 . 
因此 
,| om mm "2mntm 是 偶数 ， 
0, 其 他 . 


&m = k, 立即 得 到 了 (5-3) 式 . 
用 类 似 的 方法 , 来 证 明 (5-4) 式 ， 对 任意 非 负 整数 m， 首先 给 (5-2) 式 两 边 同 乘 
以 V1 一 z?U4 (x), 再 从 一 1 到 1 积分 , 最 后 利用 (5-7) 式 得 到 
J y 1 = xut Uml) ic Tai J V 1 — z2U, (x)U&(x) dz 
-1 k=0 E 


= bnm: (m = 0,1,2,---) 
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Am, = k, WA 


2 1 
brk = - | V1 — zr U(r) dz. 
T J—1 
itr = cost 根据 (5-8) 式 , 有 











y. TU 
bs. = — f cos”t - sin(k + 1)t - sint dt 
T Jo 
B s L sin(k + 1)t d(cos"*!t) 
7T n 十 1 0 
2 一 ! T T 
EORUM (cost -sin(k + 1)t|^ — (k 4- 1) | cos" *1t . cos(k + 1)t it) 
T n 0 
2 k+1 f* 
= Pha f cos” tt. cos(k + 1)t dt 
m n-FlJe 
k+1 
= ned Qm 十 1.K 十 1 


利用 (5-3) 式 , 有 
0, 否则 . 


因此 得 到 了 (5-4) 式 . 这 就 证 明了 引 理 2.3. 
引 理 5.4 对 任意 非 负 整 数 n, 把 zn 表示 成 如 下 的 形式 











o... (2n)! 2(2n)! < 1 
7 — quisi +t — Gn 2 Gaar O 
(2n)! < 2k+1 
(4n Dm + O 


my (Qn DIC 1 " 
" 4n Ghee ra! nier) 





k=0 
o (2n 4 1)! $ k+1 
| 4n 2/0 Er hp gione 


证 明 : TES [985.385 5X (5-3) 0X (5-4) P, Hang 关 0 时 , n+k 必 为 偶数 , Bln Sk A 
有 相同 的 奇偶 性 , 利用 这 一 点 , 将 证 明 引 理 5.4. 
首先 证 明 第 一 个 等 式 , 根据 式 (5-1) 及 (5-3), 有 


1 oo 
r” = 可 02n070(2) 十 ` Q2n.k Tk (3) 
hal 





1 TL 
= 可 02n070(2) 十 >; Q2n.2k 1 2k (x) 
k=1 
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_1 2(2n)! = 2n)! 

_ (2n)!!(2n) r^ w ERIS 1 (2n + 2k)! Tav) 
|. (2n)! 2(2n)! < 1 

= gre) + 7 人 


k= 


[an 


另 一 方面 , 由 式 (5-2) 和 式 (5-4) 得 
ge = p» bon. Uy (x) 
k=0 
= 2 bon-2kU2k (x) 


u 2(2k + 1) (2n)! 
2 (n 2p) ln 4 ok 4-2) AA 


EVE 2k 1 
"wi k)Y(n -- k 4- 1)! Uno). 

对 于 第 二 个 等 式 , 因为 2n 十 1 AA, 所 以 an+lo = 0, 因此 由 引 理 5.3 中 式 (5-1) 和 
式 (5-3), 有 


oo 
gett = S Q2n-1-kT (1) 


k=1 


TU 
= > Q2n-12k41T 2k41(0) 
k=0 
TU 


7 2(2n +1)! 
E 本 Ten oR 3 AH) 








————————— T: 
Fr ue rx: 1)! 2k 12); 


男 一 方面 , 由 式 (5-2) 和 式 (5-4) 得 
gon = > bos c UE (x) 
k=0 





= 2. bon L1 2k41U2k44 (x) 





2» ARAD! aay 
(Qn - 2k)I(2n 2k DY RM 
nein k+1 
4n 27 — k)!(n + k + 2)! ar) 


这 就 证 明了 引 理 5.4. 
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现在 来 给 出 第 一 节 两 个 定理 的 证 明 . 
定理 5.1 的 证 明 : 根据 引 理 5.4, 令 z = T(x), WA 








T (2n)! 2(2n)! < 1 
angia UL Qn LINE 1 
To 2 qn >, n Ein Ex 1i ett mG)) 


k=0 
再 令 z = i 并 代入 上 式 , 根据 引 理 5.2 可 以 得 到 


m (2n) . 2(2n)! » 1 QUA 



































2n __ = 一 人 
92n Lin 4n (nl)? a An = (n — k)yn--k) 2 ida: 
du T " (2n E 1)! n MEME SE Sac ie 
"md bm Z^ Z.(n-ENnckel1! 2 mee 
即 (ki) 
2n | /_ mn (2n)! | : dI uo 
Dy ao? (n — k)i 4 E) em 
du P ji n (poten L 
m = (n+ 2- (n — Eyl(n q k q 1) mk) 
这 就 完成 了 定理 5.1 的 证 明 . 
定理 5.2 的 证 明 : 利用 引 理 5.4, 有 
(2n)! ^ 2k 1 
=> 一 pm $ 
Trl) =F, 2, Gr i r Tle) 
aatia _ (2n + 1)! * ， RTl ^ pg T 
fs (x) = qn > (n 一 kin TE 2)! 2k+1( m(x)), 
并 且 令 z = 4, 根据 引 理 5.2 有 
GP m COIS O 2+1 amg Fe 
gen "m è 4n £— (n — k(n + & + 1)! Fn” 
pnr angi (nd DI »» k+l Quam Fert) 
pant “m OP La (in k(n + b+ 2) Fm ` 
化 简 得 到 n i 
L?” = (2n)! (ZDE (2k +1) Fme 
m c (n—k)(n+k+1)! Fm 


TL 


Li = 2(2n + 11S > 
k=0 


(71) 979 (k +1) Fame) 
(n—k)\(n+k+2)! Fn ` 
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这 就 证 明了 定理 5.2. 


5.2 Dirichlet L-A = f 4A 


对 各 种 三 角 和 的 估计 是 解析 数论 中 最 重要 的 研究 课题 之 一 . Kp 是 素数 , f(x) = 
ap + at +: + apt! 是 一 个 整数 系数 的 k 次 多 项 式 ， 且 满 足 (p, a0,a1,...,ax) = 1. 早 
在 1932 年 , L. J. Mordelll83 研 究 了 如 下 所 述 的 素 变数 三 角 和 并 得 到 了 著名 的 定理 


x=1 





其 中 e(w) 一 e2722 
在 十 年 后 华罗庚 8495104 和 闵 阐 稚 0o3 将 这 一 问题 扩展 到 了 两 个 变量 , B 
v we f fo) 
25356 [cen ) « pre, 


其 中 f(z,y) 是 关于 两 个 变量 x 和 y RRS, 但 是 遗憾 的 是 , 这 一 结果 不 能 和 单 变量 
三 角 和 互相 转换 . 
之 后 , L. Carlitz AS. Uchiyamalo3 又 改进 了 文献 93] 的 结果 


E) 


g=] 


< ky/p, 








其 中 > 2. 
本 节 中 , 定义 如 下 带 特征 的 三 角 和 


Yu (w, 


其 中 x 是 一 个 模 v 的 Dirichlet 特 征 ， 且 gf (ao, a1,..., ai). 
“4 f(a) = na 时 , 该 三 角 和 变 成 了 Gauss 和 


特别 地 , 当 n = 1, dd 


4x = Xo 时 , id 
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PKA Ramanujan fll, 其 中 表示 对 所 有 与 4 互 素 的 w KA. 这 是 上 面 所 讨论 的 三 角 和 的 
特殊 情况 ( 若 v = p ROGER f(a) 二 na), 当然 它 的 性 质 也 了 解 了 很 多 . 
关于 Gauss 和 的 性 质 , 显然 有 
G(n1, X) = G (r5, xX), ni = n»(modq), 
G(—n, X) — x(—1)G(n, x); G(n, X) = x(-1)G(n, X); 
G(n,x)—Xx(mr(x». (nq) = 1, 
Cln) = Cr) 2 T(xo); (nq) = 1, 
此 时 , x 是 模 g 的 特征 , xo 是 主 特征 , Ho, n 是 正 整 数 . 
另外 , EX. Xi 和 x AANA TRG, qi 和 gs 的 特征 , 且 满 足 条 件 
q = 492, (31,32) = 1, X = xaxa; 
则 Gauss 和 可 以 分 解 为 下 式 
G(n, x) = xi(q2)xa(a)G (n, X1)G (n, x2). 


若 x 为 模 g 的 非 原 特 征 ( 关 于 原 特征 的 定义 可 参阅 文献 [6,， 106,), Exin) (Peg) 
由 原 特征 x*( 模 gq*) 导 出 的 , 设 q1 是 和 gq* 有 相同 素 因 子 (不 计 重 数 ) 的 g 的 最 大 除数 ， 则 
对 (n.9) > 1, Sa" # tz B, 有 G(n, x) = 0; Zig* = 时 , 有 


hae ( (e) (zi) ^ (et) + 
nx) = (c) a (ata VEO one (n, q) ro) 
其 中 , u(n) 是 M5bius 函 数 , ó(q) Euler eA A. 
关于 r(X) 的 最 重要 的 性 质 之 一 就 是 若 x 是 一 个 模 9(q 为 任意 正 整数 ) 的 原 特 征 ， 
则 |7(x)| = Vga, 但 对 任意 的 x Big, 也 有 如 下 不 等 式 ( 参 阅 文献 [6] 和 [106]) 
IrG)| < V4. 
另外 , T(x) BAT. EX e xp 有 








(n wea) 





但 是 , 当 X 是 一 个 一 般 的 Dirichlet 特 征 , 而 f(a) BEARREAN, 


Do (=) 


的 值 的 变化 是 极其 不 规律 的 . 但 还 有 许多 学 者 对 它 作 了 一 定 的 研究 . 
对 整数 g > 3, k 为 多 项 式 f(z) 的 次 数 , %(g) 为 Euler 函 数 , x 是 模 9 的 Dirichlet 特征 ， 
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Ai (k, qó(q)) = 1, REIES 给 出 了 这 种 带 特征 的 完整 三 角 和 的 一 个 等 式 


25 25 D xo) (E 2 -eor (+1- 572). 


m-—1 x mod q 
其 中 [lv 表示 对 所 有 满足 ze|d Hpt fq 的 p 求 积 
34g, m, n Kk 是 整数 且 满足 q,K > 1, (q, k) = 1 时 , 刘 华 宁 009 研 究 了 如 下 形式 的 混 
合 指数 和 











ma* 十 na 
C(m,n, k, x; q) = > x(a)e Tj) 





&=1 q 
得 到 了 下 面 的 等 式 
q 
Y. X ici ioe [T (a «1- 52222503). 
x mod qm=1 P 了 

. | 2((k, p — 1) +1) Jt ir t] 
IT p p »p-1)/' 

SUPT] AE MLE. 


而 刘 建 亚 、 昌 世 广 和 展 涛 L190 更 是 将 如 下 形式 的 素 变 数 三 角 和 推广 到 在 小 区 间 上 
并 给 出 了 估计 式 


1 1 
E ; 
> M(m)e(m*a) < (oz (2 A 4 qarte tat TL | 
U2 


r«mtrzty 
其 中 , A(n) 是 von MangoldtK Zi, k > 1 是 整数 , x, y 都 为 实数 且 2 <r <y, a= 
44+d1<a<4q, (aq) = 1, À = |d|z*  a?y ?. uc dus 阅 文 


献 [111-119]. 
Yu (w), 


而 本 节 是 将 三 角 和 
与 Dirichlet 三 函数 进行 加 权 , 给 出 他 们 的 加 权 均 值 的 渐 近 公式 . 关于 Dirichelet 万 函数 
的 加 权 均 值 , 国内 外 众多 学 者 都 对 它 进行 了 研究 (参阅 文献 [120-127]). 

在 2002 年 易 媛 和 张 文 鹏 128 就 给 出 了 Dirichlet L-A% (x) 加 权 均 值 的 渐 近 公式 . 


Akarregi" 








X#XO 
= NS-1d2(NV)JC2K-1(2) II (1 7 io Il (= Ca- 一 Il (p? -2 Dom dp +1) 
p 
plg pta p| M 
+0 (a?) j 
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其 中 g > 3 为 整数 旦 满足 g = MN, (M,N) = 1,M = II» ( IL, 表示 对 所 有 满足 plg 
Hp? £a 的 p RR), Ch = ce 


于 是 , 本 节 把 这 样 一 个 广义 三 角 和 与 Dirichlet 工 -函数 结合 在 一 起 , 研究 它们 加 权 均 
x 


值 的 渐 近 性 质 
Es (0) 
x*xo la=1 


得 出 了 一 个 更 一 般 的 结论 . 这 使 能 够 更 加 清楚 地 知道 这 样 一 个 广义 三 角 和 与 Dirichlet 
三 函数 之 间 的 某 种 联系 . 更 准确 地 说 , 将 证 明 下 面 的 定理 : 


定理 5.3 Kp > 3 是 素数 且 x 是 模 p 的 Dirichlet 特 征 . 再 设 /z) = Te, airi 是 一 个 整数 
系数 的 k 次 多 项 式 量 满足 p+ (ao 01, ..., ax). 则 对 任意 正 整 数 m Mk, 有 如 下 渐 近 公开 
p—1 2 
rem) 
X*xo la=1 


m-—1 
= p? ¢2m-1(9) lI ( _1- 2) +0 (p> ***) 


Po 


IZ(1, x)", 











Foes) aia 











FHT], 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 , Crm = 
和 任 一 给 定 的 实数 e. 


且 大 O 和 常数 仅 依赖 于 正 整数 K 


Way n)" 


#4 f(a) = a, 有 Dirichlet 五 函 数 与 r(X) 加 权 均 值 的 渐 近 公式 , 这 其 实 就 是 文 
献 128] 的 一 个 特殊 情况 . 把 它 写 成 如 下 推论 : 


推论 5.1 Kp > 3 是 一 个 素数 且 y 是 模 p 的 Dirichlet 特征 , 则 对 任意 的 正 整 数 m, 有 如 下 
渐 近 公式 


> kO Lag” 


xX#XO 
2 -2m—-1 eS 1 十 e 
=pro] pae TOT]: 
Po Po 


一 般 地 , 对 于 g 2 3 是 整数 , 用 BH DN 但 是 相信 


x Eo (E) 


X Xo 
的 渐 近 公式 是 存在 的 , 因此 这 仍 是 一 个 开放 性 问题 . 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 下 面 儿 个 引 理 . 首先 给 出 带 有 多 项 式 的 三 角 和 的 一 个 恒 


[| 
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引 理 5.5 dx f (x) Xe ECC ERI e e DL WA f(x) = ao ix +--+ az, JE Hy 是 
模 p(p > 3 是 素数 ) 的 Dirichlet 特 征 . 则 有 


2 一 2 p-1 p-1 
b 
S xwe (£2) =p-1+%_ x(a) (22), 
a=1 1 
其 中 g(b,a) = f (ad) — f(b) = Dep aia’ — 1)U. 
证 明 : 注意 到 1 < b < p — 1, WAO, p) = 1. 根据 特征 的 正 交 性 , 可 以 得 到 





























Yo (£0) | -£ (ay be (e : O 
FF ets (em 
. == 
g(b,a) = f(ab) — f(b) = Ya - 18%, 
因此 | 
Ee (20) -So (454) 
> x(1)e (2e 2) 十 Y Sxl (2) 
=p-1+ Sao Se (42) 


这 就 证 明了 引 理 5.5. 
引 理 5.6 f(c) 仍然 满足 引 理 5.5 的 条 件 , egla) = g(x,a) = flax) — f(x) = 
Y: ai(ai — 1)a*, 则 有 如 下 估计 式 
S s (£2) < pl-*, pt (bo, bi,..., de) 
p —p-—1,pl(bo,b1,..., bk) 
其 中 b; = ai(a’ — 1), i = 0,1,..., k Hk 是 多 项 式 f (x) PHIL. 


证 明 : 显然 当 p |(bo, bi, tj ,bk) 时 结论 成 立 . Spt (bo, bi, t by) E, 根据 g(x, a) 的 定 
义 , 有 (参阅 文献 [93, 103]) 
p-1 
: 一 2j 
b=1 P 
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b=1 


1 
« pl 5. 








这 就 证 明了 引 理 5.6. 
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引 理 5.7 设 p ERX, p > 3 且 dm(n) 记 为 把 "表示 成 m 个 因子 的 表 法 个 数 ， 即 dr(m) 
是 mm 次 因子 函数 . 则 对 任意 复 变 量 s, Re(s) > 1, 有 

oo d? 1 2m-—1 

Y moe) [AC os) 


n=1 
(n, p)=1 


其 中 6(s) 是 Riemann zeta- 函 数 并 且 [[ 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 , A(m,p,s) = 
xoc rede au abes. 

证 明 : 参阅 文献 [129] 中 的 引 理 2.3, Hg = p MHRA. 
引 理 5.8 Kp 是 素数 p > 3 Hy 是 模 p 的 Dirichlet 特 征 . 记 A(y,x) = 4( x, m) = 
E nengy X(N)dm(n), 则 有 如 下 估计 


es dl de 
5 AG, XO? «vm 
X#XO 


其 中 e 是 任意 固定 的 正 数 . 
证 明 : 参阅 文献 [127] 中 的 引 理 4, 并 取 q 为 素数 . 


引 理 5.9 hp > 3 ERA Hy 是 模 p 的 Dirichlet 特 征 . 则 对 任意 1 < a < p 和 任意 正 整 
数 m, E EL P EIE ZA T 


E x OF = PMO (2) T] Alm, po. s) +009, 


X Xo po 
H pe 是 任意 固定 的 正 数 ， IL 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 A(m,p,s) = 
2 | 
x. ys j=0(—1) Coa (oum » Cm = amar 
证 明 : 为 了 方便 起 见 , + 
A(x% y) = x(n)dm(n), Boy) = M; x(n)dm(n). 


Pny pEn&y 


则 对 Re(s) > 1, Dirichlet PAZ L(s, x) 绝对 收敛 , 因此 利用 Abel 恒 等 式 有 








2 y(n n TER 
cS UM )da( esf Tuy 


4 n n TRS 
A )dm( +a f POD ay 
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显然 上 式 对 s = 1 也 成 立 (此 时 x A xo). 因此 根据 Dirichlet 万 函数 的 定义 , 对 任意 正 整 
Ma 714 


2 XL OP 


o |y xen eo | 


n)dm(n XL) din (I 
E- wf | 1 这 ES 

x(m)ds(n) , [** AG v) x(Dd,0) [+> B(x, y) 
2 2d (E, n +f y? «| (> 7 +f Paay) 

















l=1 














y2 


«Xo ([7 2994)) ([7 289) 


= Mı + Mə + M3 + M4. 


are (> Sun) | [ A(x v) wy) 


现在 来 分 别 估计 上 式 最 后 一 个 等 式 中 的 每 一 项 . 
Qi) 利用 模 p 的 特征 的 正 交 关系 , 知道 当 (p, 1) = 1 时 , 有 恒等式 


o(p), in =l mod p ; 
n) xl) = 
X xox t ui 


则 根据 引 理 5.7, 很 容易 得 到 





xX#XO n=1 l=1 
aa dd stc edatdsfl 
sD) a eee)? m (1) 
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yy Se) + O(p®) 
d 5i C 


= ó(p) Y doe) + O(p*) 


_ anlayo0) 5, Gl) | oce 








d a)ótp) (E tale) _ fu) oe 


_ DA) S5, din) | ( D s, di) 2 














_ Pdm(a) glam) G-1)" I] A( (m „Po, S 8) + O(p P. 


a S 
pozp 


_ pana) C2m-1(2) I] A(m, po, s) + O(p^), 


"ARES Y, 表示 对 所 有 与 p 互 素 的 n 求 和 , TL, 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 , 在 上 
eee Bdm(n) < ns. 
(六 ) 根 据 引 理 5.7 和 特征 的 性 质 , 有 

















a TL n 十 co E 
Ma = > x(a) (aene) (/ Bu) 
: n n pon?» -— 2s 
E (E x) ( JTT Baa iin n) 
XYXo n=1 p 
E x(n)dg (n) 十 co x(n)d, (n) 
E e [> n | (f... oe 
pe”) 5 y " 
€ 1 
* Doone y? 2 |B(x; y)|dy 


利用 Cauchy 不 等 式 和 引 理 5.8 容易 得 到 


Y BG. y) &é(p) (x 22) 


XY xo 


第 五 章 其 它 数论 问题 


工 
<p? (yn +p?) * < piyl- te, (5-14) 


因此 , 有 


E 
a 


p ,el 
«| as ue 


Carr 
y n=l TAB 


a 


这 里 用 到 了 估计 dy,(n) K n*. 
(ii 类似 地 , 也 可 以 得 到 


Ms = Y` x(a) (> vet | [~ LA May) = O(p'). 


X#XO n 





(iv) 对 于 M4, 有 


M4= 》 x(a) L Atay) [. 2 


XY xo 
9m-—1 


(tes) 
Sole 四 (U e 





X#XO a 


+ >, x(a) | | ay ( m ae) i 


Do (S Sema (S7 292). 


Eo (Sf Pa) (S a) 


X7 X0 
=M + No + N3 + N4. 


对 于 和 Ni, 由 4A(x,y) 和 B(X,z) 的 定义 以 及 特征 和 的 正 交 性 , 有 


e 3 S (f Aga n P da) 


X Xo 
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-f f E ` Gat th den t) ` xlan)x(l) | dydz 





P <n<y plz 
anzl( mod p) 





bs 


a 


ee 
f y ltez dydz 
p 


| 


< 
« pf 


9m—1 
p 


对 于 Na, 根据 特征 和 的 正 交 性 质 , 式 (5-14) 以 及 估计 式 dn,(n) K n°, 可 以 得 到 


N= V x(a) "na Aga (= au a2) 





X*Xo 

elf tef oa) 
PX | [ db Pas) (f... ee) 

m | PF / in x Y^ a, (nds (D) V x(an)x()dydz + 








p p 1 
< |p XO” M dm(n)dm(l)dydz| + 
B gm-1 1222 
a 4 P Sny D 入 /入 > 
an=l( mod p) 
p'"" ^ poo 1 
+ ! do (n) >》 |B(x, z)| dydz 
p 3.2m—2 21222 
a Penxy X#XO 


+ 





p p" 
f f y itz dydz 
p pd 


a 


9m-—1 
p ee 3 2 | 
y tt p?z l m'*dydz 
2 3.2m—2 
a p 


2 
m—2\ 3m TE 
«p + pit (o? ? Í 








+ 
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«p. 
利用 与 Nz 类 似 的 估计 方法 , 可 以 得 到 
Na < pf. 


对 于 Nsa, 由 Cauchy 不 等 式 和 引 理 5.8, 可 以 得 到 


m= Do (faa t) (Saa a) 


i =5 >》 x(a) A(x, y) B(X, z)dydz 








—— | >》 x(a A(x, y) B(x. 2)| dydz 
X#XO 
< 1: V AG y) - IB, 2)| dydz 
p per 1 y? Zz 
XYXo 





(nen) (es EE 
p 


x#XO X#XO 
oo oo 1 = 
«f. [gon Qnm 
pen pn YR 


<P f y imam tedy - f gi amets 
pm per 1 
2 2 
m-—1 — zm +e m-—1 —3m t€ 
err) v) 
=p. 


因此 由 NM, No, Ns 和 ma 的 估计 得 到 了 


SE 


Seer (i), (ii), Gif (iv) B Hr Sc BOSE 
E XL yp = PM) 2-109) T] Alm, po, s) + 007). 


X#XO po 


其 中 II， 表示 对 所 有 不 同 于 的 素数 求 积 且 





2m-—2 


: 2 
二 了 
A(m DO Cg pis 232 Cam J (c; m-4-i— g= ;) , 


es 这 就 完成 了 引 理 5.9 的 证 明 . 


m ay n) 
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引 理 5.10 Up > 3 是 素数 且 x 是 模 p 的 Dirichlet 特 征 . 则 对 任意 正 整数 m 有 


| ( = 一 一 + O(r^), 


X7 Xo po 0 


其 中 e 是 任意 固定 的 正 整 数 , [[ 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 . 





证 明 : 参阅 文献 [127] 中 的 引 理 6, 并 令 g 取 素数 . 
本 节 将 完成 定理 5.3 的 证 明 . Bem 有 


x [Exo (enl 


X#FXO 
一 下 
Y. 2) (1, x)|?” 
g(b,a 


X3-Xo =1 
z-i Mong 2)» x(OL x)" 


[ECL 














X#XO a=2 b=1 X#XO 
—(p—1) 5; E(x)?" 
X#XO 
p-l p-1 
b, 
(37 (£82) Y via or 
a=2 b=1 P X#XO 
二 人 二 
eO (£82) Y wa or. 
a=2 b=1 P XZxo 


p—1 p 1 


其 中 g(b,a) = DE galat — 1)b', b; = a;(aé — 1) B Y D33 分 别 表示 对 满足 


条 件 p f (bo, 0 . .., bk) 和 P|(bo, bi, ..., de) RA. 下 面 将 分 别 估计 这 两 个 和 式 . 
(1)25p f (bo, b1, ..., bp), 根据 引 理 5.6 和 引 理 5.9 有 









































a=2 b=1 X#FXO 
p—-1 |p—1 
g(b, a) T 
«Y (2) Y^ x(olZG OP 
a=2 |b=1 P X#FXO 
p-1 
cd. 
«Y ph tt Y? x()|L(, x)" 
a—2 X#FXO 
p—1 
dmla 
«p t € ( ) 
a=2 a 
Kp k E 
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上 式 用 到 了 dm(a) « at. 
(2) 当 p | (bo, b1, te , bx) 时， Bp | bo, p | bi, eoo, P | bk; 由 于 p+ (ao, à1, m , Ui) 则 至 少 
存在 一 个 w 使 得 p+ a, 因此 对 于 这 个 ! 一 定 有 p | (a! 一 1), 即 同 余 方程 


al = 1(modp) 
成 立 . 而 在 集合 {2,3,…… ,p 一 1} 中 , 满足 p | (a! 一 1) 的 a 的 个 数 至 多 有 1 一 1 个 . 由 于 已 
经 知道 1 一 1 < 1<h,al> al 一 1>p, 于 是 有 a > pt > pe. 因此 由 引 理 5.6 和 引 理 5.9 有 


(A) D orao 








a=2 b=1 X Xo 

p-1 |p-1 
< > " g(b, a) p» x(a)|L( xe 
X : p ? 





X Xo 

















«i ( max (29) x Ha: a€ (2,3,...,p — 1}, a! = 1(mod p)] 


pil/k<a<p 
< kp?- ete, 
«pt, 
其 中 qj(a) 仍 然 利用 了 (1) 中 估计 的 方法 . 
因此 结合 (1), (2) 和 引 理 5.10 立即 可 以 得 到 


2 




















Y, Sox 5| ira yp 
x#xo la=1 p 
-|(p — 1) YL" 
XAXO 
Es Tub T 
[E re - ) È xoka | 
i is g(b, a) 2m 
e| » el - ) È xoka | 





EP, 表示 对 所 有 不 同 于 p 的 素数 求 积 , C% = KO 常数 依赖 于 k Re. 因此 
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得 到 了 渐 近 公式 
-PR i 
Y Exo (42) rav 
XZxo la=1 p 
_ m-l " 
=p ero) I] ( = l f= | 十 O(p?-#**), 
Po 

这 样 就 完成 了 定理 5.3 的 证 明 . 


5.3 广义 Dirichlet 万 函数 


设 g > 3 是 整数 , 且 x 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 , 对 任意 实数 a > 0, 考虑 如 下 定义 的 广 
义 Dirichlet 五 函数 





其 中 s = o+it ilio > 0 和 t 都 是 实数 . 利用 解析 延 拓 也 可 以 把 它 扩展 到 整个 复 平 面 ( 除 
Es = 1, x 为 主 特征 的 情况 ). 关于 广义 Dirichlet 五 函数, Bruce C. Berndt397 1921 gp 5t 
了 许多 满足 菜 种 限制 条 件 的 恒等式 .其 中 最 著名 的 一 个 是 当 x 是 一 个 模 9 的 原 特征 时 ， 
Dirichlet L-PAZS L(s, x) 满足 函数 方程 

(e+) 


Rx) = (Z) ' r (36+) Le = EERI- 3). 


q 
1,y(-1) = -1. 
对 c > 5 —m 且 m 是 正 整 数 , Berndt? 38] T 


Teadet. S CAYTG LC) , a | 
j=0 


T(s) jla 











其 中 


其 中 G(s) 是 解析 函数 . Sin 为 非 正 整数 时 , 容易 计算 出 了 (np x, a), 特别 地 , L(0,x,a) = 
L(0,x). lH, 关于 Dirichlet 瑟 函 数 的 均值 性 质 也 有 许多 学 者 都 作 了 研究 (参阅 文 
献 [133-136]). 

当 模 gq 为 素数 p 时 , IL Sh. Slavutskii 33 ZE19864E25 H T 


2 
3 ao = p- log? p + O log p, 
XFXO 


其 中 , 当 p < 35 时 , |0| < 10. 
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张 文 鹏 039 则 研究 了 对 一 般 模 4 的 Dirichlet -函数 的 均值 性 质 , 得 到 了 


X Xo pla pla 
FH (q) Æ Euler AA, D AS GHIA [d 8 A FRA, II 表示 对 9 的 不 同 素 因子 求 积 . 
D.R. Heath-Brownl?"gfZt T Dirichlet 万 函 数 在 s = 3 上 的 均值 性 质 


>_ IL (5.x) | - pr (2) T(k), 


x mod q 


其 中 T(k) AEAN 














k pus. a 
T(k) = (10 = +7) exc G) k? + B 3 + OK”), 


满足 N > lcn 是 可 计算 的 常数 且 7 是 Euler 常 数 . 
除 此 之 外 , R. Balasubramanianl3g 得 到 了 Dirichlet 天 -函数 在 c = 3 线 上 的 渐 近 公式 





i t 1.2 
E (5 ti, x)| -? 一 log(g 上 +O(olloglogg)2)+O(teloviog9] 二 DO(qatsel0Viog9)， 


»» 


x mod q 
其 中 t > 3 且 对 所 有 的 g 都 成 立 . 

在 本 节 中 , 如 果 取 s = 1, a > 1, 对 这 个 广义 Dirichlet L- 函 数 的 均值 非常 感 兴趣 , 即 
想 要 得 到 





> I1Z.x 9) 


X#XO 
的 渐 近 公式 , 其 中 x 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 且 xo 表示 主 特征 . 另 一 方面 , 广义 黎 曼 假设 
指出 Dirichlet L- 函 数 的 所 有 非 显然 零点 都 位 于 直线 o = 3 上 . 这 一 问题 吸引 了 历史 上 众 
多 杰出 学 者 的 研究 , 并 且 他 们 中 有 一 些 已 经 得 到 了 关于 Dirichlet 三 函数 的 零点 分 布 的 
重要 规律 , 但 是 仍旧 没有 达到 人 们 所 预期 的 那样 完美 . 因此 这 一 问题 是 值得 继续 研究 的 
一 个 重要 课题 . 本 节 则 用 一 种 发 散 的 眼光 研究 广义 Dirichlet L- 函 数 在 o = 3 线 上 的 均值 
2 


性 质 , 从 而 给 出 
L (5 + it, x, a) 
x mod q 


的 另 一 个 渐 近 公式 , 其 中 x 是 模 9 的 Dirichlet 特 征 , 0 € a < 1. 

关于 广义 Dirichlet 元 -函数 的 均值 性 质 的 研究 , 目前 所 知 甚 少 . 至 少 还 没有 找到 任 
何 相关 的 参考 文献 . 尽管 如 此 学 者 们 依然 很 感 兴趣 , 因为 这 至 少 可 以 找到 广义 Dirichlet 
L-K% Dirichlet 无- 函数 的 之 间 的 某 种 联系 . 即 证 明了 如 下 的 两 个 定理 : 


定理 5.4 设 g > 3 是 整数 且 x 是 模 v 的 Dirichlet 特 征 ， Hurwitz CHAE Ma FP, 对 于 任 








2 
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意 的 复数 s, 有 
1 
(a=) ray (a>0,s=oa+t+it,o » 1). (5-15) 


则 对 任意 正 实数 a > 1, 有 如 下 渐 近 公式 : 


2 d a 4 d 1 lo 
Y Laxo? = o9 OAc (23) -ZOD MO i o (Stet). 


X*Xxo d|q d|q k=1 


其 中 0(g) 是 Euler 函 数 , 1(d) 是 Mabius 函 数 , 大 O 常 数 仅 依赖 于 a. 
显然 , 当 d > a 时 , 定理 5.4 可 简化 为 
d l 
Y xo = oa Y Ec (2.5) +0 (Aea, 


X#XO d|q 


i “4d = a 时 , 定理 5.4 即 变 为 
2 _ N20(g) 1 40 (q) ó(q) logq 


X X0 plg p? ag 
用 类 似 方 法 , 也 可 以 得 到 关于 广义 Dirichlet 瑟 - 函 数 的 2K (k > 2) 次 均值 
Y Eee: 
X#XO 


定理 5.5 bq > 3 是 整数 且 ! > 3 是 实数 , x 是 模 qg 的 Dirichlet 特 征 ， 则 对 任意 正 实 
数 0 < a < 1, 有 下 面 的 渐 近 公式 


i "^ #@) qt log p 
> L (5 +i, xa) wm tog (2) 429-4 35 87 


x mod q pla 
其 中 $(q) 是 Euler 函 数 , bs = 574 coru 是 依赖 于 z 的 一 个 可 计算 的 常数 , Hol) de 
示 q 的 不 同 素 因 子 的 个 数 











| -0 E s, 


d|q 


+0 (qt 二 +6 log? 4249) + qt’ log uu) ; 








显然 , “4a = 0 时 , 立即 可 以 得 到 Dirichlet 工 函数 在 c = 3 线 上 均值 的 渐 近 公式 . 因此 
这 一 结果 是 前 面 结果 的 一 个 推广 . 对 于 广义 Dirichlet 万 函数 的 2k (k > 2) 次 均值 


>. L (5 ita) 


x mod q 
5E HRA AR BR BE CT SI EE AX. 甚至 对 太 = 2, 也 无 法 获得 一 个 好 的 渐 近 
公式 . 因此 这 需要 进一步 思考 更 加 有 效 的 方法 . 


2k 








? 
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5.3.1 关于 定理 5.4 


为 了 证 明定 理 5.4, 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 首先 给 出 Dirichlet L- 函 数 与 其 广义 形式 的 
一 个 恒等式 . 


引 理 5.11 tg > 3 是 整数 , Hy 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 . L(s, x) 为 对 应 特征 为 x 的 Dirichlet 
五 函数 , 而 L(s, x,a) 为 广义 Dirichlet LAŽ. 则 对 任意 的 实数 a > 0, 有 





L(1,x,a) = L(1, x) — a; "ES 


证 明 : 根据 Dirichlet 万 函数 及 其 广义 形式 的 定义 , 有 











L(1,x,a) — L0,x)= xn xm 
_ xn) — x”) 
E- t +a "n 
x(n) 
可 
移 项 得 
Lx) - Lx) 7 a5, DET 


这 就 证 明了 引 理 5.11. 
引 理 5.12 tq 是 整数 日 g > 3 Ay 是 模 q 的 Dirichlet 特 征 . id A(y, x) = ? |N«n«y X(n)d(n). 
则 有 如 下 估计 

> 14(0 « yga), 


X X0 


证 明 : 参阅 文献 [127] 中 的 引 理 4, Hk = 2. 
引 理 5.13 tq > 3 是 整数 且 y 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 . WA 


| (: 7 =) +0(4), 


X xo pla 


其 中 bp(q) 是 Euler 函 数 , ATT), 表示 对 9 的 所 有 不 同 素 因子 求 积 , e 是 任意 给 定 的 正 数 . 





p|a 
证 明 : 参阅 文献 [127] 中 的 引 理 6 并 令 k = 2. 
引 理 5.14 Ko > 3 是 整数 且 y 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 . 则 对 任意 正 实数 a > 1, 有 
= x(n) 
2: 2- n(n + a x) 


X 天 Xo N=1 
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[3] 
_ (a) Y oD «^ n(d) S^ 1 ola) log q 
-oT (1-3) PE +0 (ser 


证 明 : 首先 应 用 Abel 恒 等 式 有 
(n) qum A(x, y) 
A J E dy, 


7 


L (2y + a) (X. v), 
y?(y +a)? 








SUM ge On 
= “+ n(n + a) N 


= n(n +a) 
- n), 且 > q 是 整数 . 由 此 有 

















其 中 A(x,v) = 
N 
- xe), [7 Gut aA y) x(n) [** Aoa) 
2 Gate y?y +a)? i) (x n +f y* a) 
a Da. eM AD ay + 


" "2 3 nin w a) XX xo N= 1" 
x(n) [** (2y - a)A(GG y) 
etd 
n 2. ye J yuta) » 
t (2y --a)A(x,uy) , ft? Ax, 2) 
+ |, ro 4 f — di 
= Á; + A2 + A; + A4. 
将 估计 上 式 最 后 一 个 等 号 中 的 每 一 项 . 首先 估计 41. 由 特征 的 正 交 性 , Cauchy 不 等 


式 和 引 理 5.13, 得 到 


icy yt 
XAXo n=1 

^ ox(m)x(n 
-Y Dye ls O (log q) 


N q 
SS e Y; x(m)x(n) +0 (logq) 
ces mn(n + a) Nen 


q 
1 
/ 
2; aaa) + O (log q) 











n=1 1 
mzn( mod q) 
q N/q q 1 
= / 一 一 一 十 OO 
OD ara t? 0 2r (kq + m)( Mp) © (log q) 
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jS q 1 
O / / l 
" d. 2; m(kq + m)(kq +m 十 gee 

















= ola) Hd) D prg (ed) 
Do - 
a/ 
= ó(q) 2. 党 二 TE aya + O (lea) 
= (9) - e ur ald) 
+0 c r1 mE 5) O (log q) 
=H oS (cad (35 a :)) + O (log q) 
= (9) > He (x (s 十 il 一 2) + O (log q) 
= $0 y s MD (ay + Sub y" CD 3 = + O (logg) 
ala da Č k=l 
9 (8) eeo) I (: z) je co Ho Y O (log q) 


下 面 继续 估计 4。, As MA. 根据 引 理 5.12, 关于 特征 和 的 Polya 不 等 式 以 及 Cauchy 不 
等 式 , 利用 简单 的 估计 , 有 


aED eu TU 


X#XO n= [^ 
+o |Z gency X(n) 
« 2 " — —A — dy 
n(n 4- a) y? 
XZxo n—l 
« q*ó(g Joga f dy 
go 


ó(q) logq 
E 











« 
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tœ (2y + a) A(X, 
lh r” 


XAXo n—l 


© ya 
« lo n A(x, y)|d 
gq | (x, y)|du 


? 2y+a = ' 
«sa | TS Sal > laza] dv 
N Y (y w a) X#XO XX Xo 
3 
3(q)1 
"m. (q)logq 


NVN ' 
tœ (2y 十 a to A(x,z 
A| = D SE ey f Wy, 
q 


XY xo (y + a)? 


2y +a 
< 人 ie 2(y +a) y?y + a)2z2 2 |A(X, a) | A(x; z)|dydz 


DE TERES (=m ) (Ewa EZ 


XY xo 





<< — 





SUMUS 
RN = q?, 于 是 有 
[] 
j= _1\ 80) s n(d) N^ 1 /$0 lgg 
2o ia 1, x)= eT (3 x) 2 A. 7 > V ) 


因此 证 明了 引 理 5.14. 
BIH 5.15 Wq > 3 是 整数 且 xX 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 , 则 对 任意 正 实数 a > 1, 有 如 下 渐 
近 公 式 


2 


X Xo 








c x | _ 
2- n(n 4- a) 


n=1 











证 明 : WN > q 为 任 一 整数 , 利用 特征 的 正 交 性 , Polya 不 等 式 以 及 引 理 5.12, 有 


e. xm) | 
= n(n + a) 


n=1 











X#XO 


+œ (2y + a) A(x, y) 
= »- e. o D ' 


XZXo \n=1 d 
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M Y = 
x(m) + (22 + a) A(x, z) 
x (x m(m + a) 人 RDUM 


























| 
| 
= 
8 
© 
e lS 
N| y 
|! 
LIES. Fe 
T 
ae 
x a 
= 
a 
Ke 
SS 
一 人 人 
M= 
A. 
spe 
H3 
S 
SS d 
十 




















/ xy 1 
2. nu vee 








CO 


B 1 log N 
B (exu > ul sp 


lq n=N/d 


d 
— ulad) ( d* > a/d a/d 2 2 (q) log N 
=¢(q) 4 (53: (ir T n2 rai 2)) ro (“ees ) 
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d2 
dlg dlg k=1 


4 99) ay ee Nd) : zro (AN 


取 N = q?, 则 得 到 














xo | eq) ogg /, a 
> 2 |a? «am 5) tg a. P «e. i) 
[5] 
26(q) x^ Hd) 1 ó(q)logq 
Eb uu ; ) 


这 样 就 证 明了 引 理 5.15. 
本 节 主 要 完成 定理 5.4 的 证 明 . 由 引 理 5.11, 引 理 5.12, 引 理 5.13, 可 以 立即 得 到 定 
理 5.4. 即 对 任意 v > 3, 有 


Y La, gaf 


S L(1,x)-a)> x(n) 




















xX#XO n=1 n(n T a) 
_ AM 
= —a 
xX#XO x#xo n=l nin 
> Y XY) +a 
Axo n=l ” AFI” FXO nci" ED 




















1 ó(q)logq 
a d ;*o( q ) 
d|q k=1 
[2] 
ud) av — Aó(q) x4 n(d) Gl (sure) 
一 2 M mM S 
o(q) "E c(2.5) a oad 257 v 
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这 就 完成 了 定理 5.4 的 证 明 . 


5.3.2 ”关于 定理 5.5 


首先 简单 介绍 下 本 章 即将 要 用 到 的 最 重要 的 方法 之 一 . 这 一 方法 称 为 驻 点 法 , 它 
是 van der Corputtt39 于 20 世 纪 20 年 代用 来 处 理 指 数 积分 与 指数 和 的 , 因为 数论 中 许多 
重大 问题 的 解决 需要 对 这 些 指 数 和 与 指数 积分 有 一 个 好 的 渐 近 公式 或 者 好 的 估计 , 这 
一 方法 也 通常 被 人 们 称 为 van der Corput 方法 . 本 节 在 定理 5.5 的 证 明 中 , 广泛 地 应 用 了 
这 一 方法 . 以 下 几 个 性 质 简 单 的 概括 了 这 一 方法 : 
性 质 5.1: flx), f'(x), glx), g (x) 是 区 间 [o 相 上 的 实 值 单调 连续 函数 , 并 且 |f(x)| < 
Ô < 1, [g(z)]| < ho, |g(z)| < hi. WA 











(5-16) 

a<ndb a 
其 中 e(J(z)) = expl2rif (7), LO 常数 是 绝对 的 
性 质 5.2: 在 性 质 5.1 的 条 件 下 , 设 g(z)/ 了 (zx) EKN Ja, b) 上 是 单调 的 , 且 满 足 f'(z)/g(x) 2 
m > 0 2€—f'(z)/g(z) 2m > 0. WA 








b » 4 
f g(x)e f da) < —. (5-17) 
结合 性 质 5.1 和 性 质 5.2, 立即 得 到 
性 质 5.3: ”在 性 质 5.1 和 性 质 5.2 的 条 件 下 , 有 
hist 
PEDE — AA, (5-18) 








另外 , 还 将 用 到 指数 对 理论 的 相关 知识 . 指数 对 主要 是 处 理 形 如 


8 
B<n<B+h 


的 指数 和 的 模 的 估计 , 以 得 到 5 的 较 好 的 上 界 . 希望 得 到 如 下 形式 的 关于 3 的 上 界 
S < AFB’, 
HA < |f| K A(A>G),0<K <4 <AK< 1, 这 样 的 一 组 非 负 实数 (<, 入) 就 称 为 指数 
对 . 
TIA, (k, A) = (0,1) 是 指数 对 , 并 且 全 体 指数 对 组 成 的 集合 是 一 个 凸 集 , dd 
为 人 = (tia 十 (1 = t)k2, t1 十 (1 = 1)A3) \(K1, Ai) B (k2, 9) 是 指数 对 ,0 <x t < 1}. 这 些 
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结果 都 是 很 平凡 的 , (aR EK f(x) r(r 2 5) 阶 可 导 且 导数 满足 : 


ABI <|f(a)| « ABI [req See 





则 可 以 得 到 关于 5 的 一 些 非 平凡 的 结果 . 例如 , 利用 f(x) 2 阶 可 导 , 有 如 下 性 质 : 
性 质 5.4: Wh 21, f(x) 在 区 间 [B, B +h) 是 连续 的 且 满 足 


(bee D^ < CA, 


则 有 
e(f(n)) =O (Cha $ Ai) l 


B<n<Bth 
其 中 大 O 常数 是 绝对 的 . 
从 性 质 5.4 立即 可 以 得 到 指数 对 (23, 二 ), 即 


S <B(AB1)i (AB) ? < ABB}, 
除 此 之 外 , 还 可 以 利用 下 面 的 两 个 性 质 构 造 所 需要 的 指数 对 . 
性 质 5.5: ds, 和) 是 指数 对 , 则 


) K oe 入 
I4) => 一 一 一 一 一 一 - 
Bs 2& 2/2 Wt? 


也 是 指数 对 . 
性 质 5.6: A(x, 和) 是 指数 对 同时 满足 条 件 
K+2\ > 
则 
(üv) = ( — pt 5) 
也 是 指数 对 . 


因此 可 以 通过 性 质 5.5 和 性 质 5.6 及 前 面 所 说 的 指数 对 的 凸 性 来 构造 所 需要 的 指数 
Xp. 例如 , 指数 对 (3,3) 可 以 认为 利用 性 质 5.6 由 指数 对 (0, 1) 得 到 , 而 当 利用 性 质 5.5 对 指 
NOU, 4) 作 用 时 , 又 得 到 了 新 的 指数 对 (1, 3)， 当 然 也 可 以 反复 使 用 性 质 5.5, 性 质 5.6 以 
及 指数 对 的 凸 性 ， 如 指数 对 (3,$) 就 是 对 指数 对 (3,3) 先 应 用 性 质 5.5, 继而 再 应 用 性 
质 5.6 而 得 到 的 . 指数 对 理论 在 实践 中 应 用 非常 广泛 , 本 章 中 用 到 的 指数 对 仅 限 于 此 , 关 
于 更 多 指数 对 的 讨论 可 以 参阅 文献 [139] 
除了 上 面 的 指数 对 理论 , 还 需要 用 到 关于 Hurwitz〔《 函 数 的 渐 近 函数 方程 
1—s —g 
(sa) Y GI -二 +O (=) (5-19) 


0<n<z—a 
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tije Er > SE = max(2z,|t|)), HC > ] 为 常数 . 当 a = 1 时 也 可 以 得 到 Riemann 
6 函数 的 渐 近 公式 . 本 章 主 要 利用 如 下 渐 近 公式 . 

性 质 5.7: 设 s =o +it, 且 实 数 z,y >C > 0 满足 2rzy = t, 则 对 于 0 < oil So So < 
Lt 20,4 








sea) ec 2, D D Ma 


0<n<z—a l<v<y 


A(s) = 














其 中 大 O 常 数 依 赖 于 o1,o2, H. 
T 1 
iu) «9 
当 t < 0, 则 式 (5-20) 变 为 


+O(z log(y + 2) + y^ (|t| + 2)27?), (5-20) 
t 1 
2m 
(sa)— > A Y UN 
0<n<z—a (n T a)’ l<vcy vis 





tO log(y + 2) + y?! (Jt] + 2)2-%), 


s SC) em 


特别 地 , 令 s = 4+ it, 则 对 任意 t > 0, 有 


16 + it, a) 


ny m. ge ys & 


O0znizr—a (n +a l<vcy 
为 了 证 明定 理 5.5, 还 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 
引 理 5.16 iXq 是 正 整数 , 有 


u(d)logd ó(q) log p 
2 daz Porn 


d|q 


证 明 : 参阅 文献 [135| 中 引 理 2. 
引 理 5.17 wq 是 一 正 整 数 , HO < a < 1,t 2 2 是 实数 , 而 x 是 模 g 的 Dirichlet 特 征 . 则 


其 中 


A'(s) = | 











m O( x? log t). (5-21) 


1 
U2 








有 恒等式 
(j+ X a) i cse cu) i 
x mod q 2 v d d|q b=1 < | q/d 














JErBC(s, a) 是 Hurwitz 5 函数 , 它 可 以 解析 延 拓 到 全 平面 (s = 1 点 除外 ). 
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证 明 : Ws =o + it, Ho > 1, W X Dirichlet 万 函 数 绝 对 收敛 , 因此 有 
= boca 
Las) = Y Gy MX y — jl Me (s q ) 62 
利用 模 gq 的 特征 和 的 正 交 性 , 由 式 (5-22) 得 


Y eaf- X Sui) (s= 








2 




















x mod q x mod q | b=1 
b : b 
-x Ye He) (sz) E xx 
d b1—1 2—1 d x mod q 
(d) N^ «w (s. 25 bı + =) g(s, 2 
E 2. 2. $ : q 


(b1,q)—1 (b2,q)=1 
bi =be( mod q) 






































ola) A / btad 
= a dG valk 


利用 C(s,a) AIL (s, x, a) 的 解析 性 , s = 5 4+ it, 有 














- > ola) he (i | E 2 
3 la> SALF WOS Cz it =F 
x mod q G YS °) q d|q i b=1 : : iid q/d 


这 样 就 证 明了 引 理 5.17. 
以 下 为 了 方便 , ta’ = a/d,q' = q/d. 


引 理 5.18 设 q > 2 是 整数 , HO xa < Lt z 3. 则 有 


d 1 WEM T. 1 
>` (tat) a Hit 6 D it, q' 7 (Ete acit 
/ q! 


b=1 q 


其 中 < 常数 仅 依赖 于 a. 


« q'303 logt + q't log t(5-23) 














证 明 : 根据 性 质 5.7, 有 
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1 207 ete) e(- q v) = 
- » (noc EE pua t ; e 4 ` 证 + O(x^ ? logt), 
sra 3 
qd’ 





























1<n<z 1<o<y Y? 
由 此 立即 得 到 
q' / 
D 1 (< (5-42) - 1 
a/ Vidi 7 a'\ł—i 
= ZEE. 
zn 
三 一 
二 (Em jatit 
1 22V 74 ， e (=v) 
x 一 一 一 -十 (=) ei Ctt) 一 + O(x^3 logt) 
it 
gy n+ m) it de (—htay) (tev) 
(b+a’)/q' (=) i(-t+2) q' q' 
T > a'\ t a'\ t DAUTI B i 3 2 a! 2 al 
a gr) : 1<v<y b=1 (Tv)? 
-O(q'z73 log t) 
= Mı + Mə + O(q'z-3 log t), (5-24) 
其 中 z, y 是 待定 常数 , H2rmry-t,0«C «z,yc«t. 
在 Wi 中 , 知道 
bo! it 2 
n + r u nq +b+a’ à o pitlog SER e2Tif (b) 
bta’ 7 b+ a! E i ' 
q 
其 中 记 f(6) = dz log "zr. 另外 , 设 g( = (uj 7, =P 利用 性 质 5.3 和 指数 对 理 
z5 mn 十 一 六 
论 来 估计 M1, 因此 有 
t —ng 
"UD = 一 一 -一 <0 5-25 
f (b 2m (b 4- a^)(nq'! 4- b+ a’) Pee 
—q (nq' + 2b + 2a’) 
人 5-26 
Rey 
34b 二 o! > t B, 知道 
1 
"UB <— <1 -2 
O= <1, (5-27) 
/一 工 n=l yh V 
ig(b)| < qt 3(nq) ? = q?(nt) ?, (5-28) 
ig (b)| < at^, (5-29) 
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FOL tng (b 4 a')2(ng' +b + a^) 
g(b) | 2n(b-F a')(nq' -- b - a) q' 
in in in 
SR MES EEG GU RE ARDEN E: 1 2 7 >. — 1 1 之 / m (5-30) 
2n(b c a')2(ng' +b+a)3 — 2m(q -- 1)g(ng' Fg 1) 4 
当 a! <t 时 , 对 于 N <b<N+h<2N, H|f'(0)| < +, 利用 指数 对 (#,3) 估计 
得 到 





tole 





t E 2 E 
e(f(b) < (=) N5«tsN. (5-31) 
N<b<N+h<2N 


因此 , 由 于 性 质 5.3 和 式 (5-27)-(5-31), 有 


mis V2 | E gbe) 


l<nx<a |lxbxq' 


< 》 |Y soele) 


l1<n<z |b+a'>t 


+ > | > selfe) 


l<n<a |b+a’<t 


jS 












































1<n<z d 1€nxz |j«&logt 2j-1«b«23 
yi 1 1 
272 3) bye (f(b 
了 Ho 人 (or YS | Ys g| E Oe » 
l1<n<z l<n<z |jKlog t N<b<2N 
<q gag d 十 dizit 十 
+ V logt f : se 
o max — ——r max e 
—a (N 1 N+a’ a! 
1<n<z oe et a )3 (n+ ); ISNS | Ny pANT he2N 
/ 
i E odo q 
<q'x2t grit + >. logt| max | ———— (f (d)) | 
ine I&N&t-o! / N nq N<b<N+h<2N 
vq 1 
ITIt 1 + 0/ 十 `> logt max 一 一 e(f(b)) 
ince i ISNSIE OU VN Nee aN 
1 1 1 1 
Kq'x2t | + gir3t-3 + D VE logt max —— tN? 
ie os N 
qrit | + q'323t73 + q'223t8 logt 
grt! + q'iz3t8 logt. (5-32) 
类 似 地 , tH Ay LAF BI Mo T, 
p od jl 1 1 
Ma«qy?*t +q2y2té logt. (5-33) 
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因此 , 由 式 (5-24), (5-32) 和 (5-33), 有 











这 就 证 明了 引 理 5.18. 


1 1 . b+d 1 
2. b+a!\4++it 6 5 一 过 / ~~ banii 
(a 2 q [ER 


t 


3|38 5.19 设 q > 2 是 整数 , HO xa < Lt z 3. WA 








bta’ ) i-it ) 
q 


q 1 Doy bd 1 
2; Gp C 2 ^ q EN 

1 1 

2 2 


t 
=d (o EL + v) + O(q't-33) 十 O(t log? t) +O (q? logt) , 
T 


(q' + a')2 
其 中 y 是 Euler 常 数 , HAO 常数 仅 依赖 于 o/. 
证 明 : 根据 性 质 5.7, 利用 解析 延 拓 有 
a 1 . bpd 1 
» rM) 
1 


24125 


q' 
b=1 |1«n«x (n g EE 
q 





3 1 





b=1 |l<n<ax 


1 2m 
+» Geo (7 


q' 
1 lnc 
/ 


+ 


b= 
q 
b=1 ll<n<z 


l<b<g’ |l<n<z 





+0 (x^! log? t) 
=A, + A2 + As + A4 + As + O (27! log? t). 
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ZT \ (t+) 
ivit T ( t ) < > 
) 1<v<y 


2 
1 U 
zi > (n + bte!) icit p > me 
qd’ 


1 2 it be 
> Y (=) ett 3) 25 
gq’ 
F 1 
+0|z 3logt $5 | SO amet (F 
q 





f 
€ (- b+a 


pac 





e( 2" y) 


q 





e( bey) 


q' v) 1 
——L——— + O(x logt) 


jh A fid 
K q3t12logt -- qt 4 logt. 
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将 估计 式 (5-34) 中 每 一 项 . 
(i) AGH TEA. 由 式 (5-34) 有 





1 
Hi 和 
ee ea 
3 
bta ivit uS i-it 
人 )2 
/ 

UY uEOE Cum 
= n4 HE ba!’ Lit b--a/ \+—it 
b=1 1&£&n&x n+ b=1 1<m<n<z (n+ q' )? (m 十 q' )2 

/ 
: 1 1 


十 SSS eee 
> 2. (pe aea (m+ zs 


b=1 1<n<m<z 
1 1 


UY E wt > 2 (n+ Beat) t (m 4 btt 


nic b=1 1l<m<n<z 


q' 
1 1 
£M — 
(n JE beat) ait (m 4 bal) git 


b=1 1<m<n<z 


=q Au + Aig + Ais. (5-35) 


BA, Arg 与 412 HEH. 因此 只 需 估 计 A11 MA. XFA AW 





n=1 n=1 n=1 
有 
` 
b=1 l<n<a nq’ as 
1 1 

一 To > 7 

w A aa ore 

1 1 
—log(g'([r] + 1)) +7- Gar +O (zz) - (ond +y- Ba +O (2)) 
1 

—logz--O (=) f (5-36) 


+ 


EP By = pru unc 
下 面 估计 412. 首先 有 





(cm) 
d FX 
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m OB — 1 1-5 
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«m = (nx =") (n) P 
q q 
显然 , g(b) 是 单调 下 降 的 , 且 知 道 


/ = t (n — m)q 
MO mri or | 
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nay -tn - m)e((n +m) + 2(b +a)) 
I 2n (mq' + b 4- a)? (nq! + b+ a’)? 





i ta) +2040!) 
2 (ng +b+ a)? (mq! +b+a')? 
因此 , f(b) 是 单调 上 升 的 , WS O) 是 单调 下 降 的 . 

当 t m A 














t (n — m)q 1 
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1 1 
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f'(b) _ t(n — m) s, Mo mt 


gb) - 2n(mq' 4- b 4- a!)2 (ng +b+ a!) y/mng! ` 


由 此 及 根据 性 质 5.3 和 式 (5-35), (5-43)-(5-46), 得 到 
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(5-38) 


(5-39) 


(5-40) 


(5-41) 


(5-42) 


(5-43) 


(5-44) 


(5-45) 


(5-46) 
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r—1 r—1 
E vy m(m + k) mn Lb 
egt 
«qtiz TP 


当 t > Lif, 由 式 (5-41), 有 




















t(n — m) t(n — m) 
“agen € Ub €. 
因此 由 性 质 5.4 和 式 (5-37), 有 
l r ma! a 
|Aio| < iD ; max citlos dan 
( Lar)? ( Ler)? 1 入 NERd/ 
l<m<ngez | n + TT m 十 7 N<b<N+h<2N 
logt 
2 T r6 
m«nscz lta! |? 4 ice? 
ee (rg! (nci 
1 1 
,{t(n—m)\? t(n —m)\ ? 
d q ( m?q?n o m?q?n 
tlogt tlogt 
< Y vt = n y vt 2 
l<m<n<z vn He l<m<nx<a * ae 
«2x logt + q'a?t^! logt. 
所 以 , 由 式 (5-37), (5-47) 和 (5-48), 有 
[A19] K (qtto? t ta) log t. 
因此 , 由 式 (5-35), (5-36) 1(5-49), 得 到 
Ay = d'loga + O ((dt ?+ t2) logt). 
同时 , 利用 Cauchy 不 等 式 , 有 
q' 2 q' 1 2 
D Dara ar, Dal Ds ea 
b=1 linc (n+ us 2d b=1 linc (n+ a le 
<d log? t. 


(i) 对 于 42, 因为 D i—logy- s -O (3). 有 
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(5-47) 


(5-48) 


(5-49) 
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1 1 
=q' (logy +7) +0 | q? 二 ys 
1<k<[5] hs ucy ^ 
=q (logy + y) + O(y). (5-52) 
利用 Cauchy 不 等 式 , 立即 得 到 
q' 一 和 2 q' (Hev) 2 2 
2 
xe cas dcn 
b=1 «vy và b—1 b=1 |l<v<y VU? 
<q log? t. (5-53) 
(iii) Bee < y, 2rzy = t, 则 根据 性 质 5.7, 有 
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1 zx 
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r«nx + q' 
HAs 的 定义 和 式 (5-54), (5-51) 立即 得 到 
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XT Ass, 可 以 利用 与 估计 A1 类 似 的 方法 得 到 , 因此 有 
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(5-55) 
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因此 , 由 性 质 5.3 和 式 (5-57)-(5-61), 有 
1 ( 1 1 l 
= 十 


4al< >， > 
1<nszl<o<V 王 “ q 


‘Vn 
1 
=i 
«qU bi vn > -v 
l<n<a l<v< 
(5-62) 


«qtia, 


当 t nq WN, Huy « |f"(b)| «& - 


us, 所 以 根据 性 质 5.4 和 式 (5-57), 得 到 
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结合 式 (5-62) 和 (5-63), 有 
|A31| «qt ir? + tix? logt + qt 122 logt 
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Irit tlogt + tir? logt. (5-64) 
因此 , 由 式 (5-55), (5-56) 和 (5-64), 有 
143| «q'z3t73 + tix? logt + q'3 logt. (5-65) 
知道 44 Ej As FRG, 所 以 有 类 似 的 估计 , 即 
|A| «& q'z3t75 + tix? logt + q'2 logt. (5-66) 


(iv) 这 部 分 将 估计 45. 由 式 (5-34), (5-51)81(5-53), 立即 得 到 


1 1 On acra e (- 5v) 
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综 上 所 述 , SAG), (ii), ( 道 ) 和 (iv) 四 部 分 的 证 明 , 立即 得 到 
A — q'logz +q (logy - y) +O (tta? logt) + 
+O (12x logt) +O(y) +O (qr) +O (q? logt) 
+0 (tiz? logt) +0 (qam? log? t) + O (x log’ t). (5-67) 
Ar = të log? t, y = z, A 
E t / hp. 5 5 jl : 
A=q log = 十 47 十 O (at =) +0 (i log? t) +0 (a 2 logt) ; (5-68) 
这 就 证 明了 引 理 5.19. 
这 一 节 , 将 完成 定理 5.5 的 证 明 . 根据 引 理 5.17 很 容易 得 到 
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FR EH S| 385.18, 5.19 和 5.16, 对 任意 实数 ! > 3, 有 
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其 中 8, = 并 2 giy 是 一 个 与 x 有 关 的 可 计算 的 常数 , Hol) 表示 4 的 不 同 素 因子 的 
个 数 .上 式 中 利用 了 估计 式 忆 4 L < sh. 这 就 完成 了 定理 5.5 的 证 明 
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